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С целью получения композиционных материалов с основой из полиэфира 

с заданными свойствами в статье рассматривается многокритериальная 

оптимизация технологического процесса их формирования с применением 

ультразвука. Показано применение функций желательности, определены 

частные функции желательности и их ограничения. Составлены матема-

тические модели процесса формирования с двумя объектами оптимизации. 

Получены оптимальные параметры формирования композиционных мате-

риалов. 

 

In order to create composite materials with the desired properties, the article dis-

cusses the optimization of the technological process for the formation of poly-ether 

materials using ultrasound. The application of desirability functions is shown, and 

private desirability functions and their constraints are defined. Mathematical mod-

els of the formation process with two optimization objects are developed. The optimal 

parameters for the formation of composite materials have been obtained. 
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Введение 

Любой технологический процесс и ра-

бота технологического оборудования на про-

изводстве зависят от множества входных па-

раметров, которые непосредственно влияют 

на качество и характеристики выходного 

продукта. Для достижения наиболее рацио-

нальных параметров применяется оптимиза-

ция технологических процессов [1, 2]. 

В работе [3] проведен анализ и пред-

ставлены результаты экспериментов по 

влиянию режимных параметров ультразву-

ковых колебаний на прочностные характе-

ристики полиэфирных материалов. 

Авторами [4] проведены исследования 

влияния ультразвукового излучения на про-

цесс крашения полиэфирных материалов и 

установлено, что применение ультразвука 

позволяет достичь высокой степени фикса-

ции красителя на волокне при сокращении 

продолжительности процесса. 

Поиск оптимальных режимных пара-

метров для формирования композицион-

ных материалов с основой из полиэфира ра-

нее рассмотрен не был.  

Цель работы состояла в разработке оп-

тимального режима применения полимер-

ной композиции и полиэфирной основы с 
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использованием ультразвука для формиро-

вания композиционных материалов путем 

математического планирования экспери-

мента. 

Объект и методы исследования 

Для исследования процесса пропитки 

материалов выбран метод, реализованный с 

помощью установки для определения ка-

пиллярности, описанной в [7], в соответ-

ствии с ГОСТ 29104.11–91 «Ткани техниче-

ские. Метод определения капиллярности». 

Материалы пропитывались полимерной 

композицией в концентрации 100, 200 и 

300 г/л. Нанесение состава на материал 

производилось методом пропитывания в 

ванне с полимерной композицией и краси-

телем, затем образцы подвергались отжиму 

для обеспечения равномерной влажности.  

Комбинированная сушка производилась 

в установке, описанной в [3]. Температуру 

в камере установки контролировали в тече-

ние всего эксперимента (750С). Для каждого 

образца с одной концентрацией полимер-

ной композиции изменялась мощность уль-

тразвуковой обработки (100, 200 и 300 Вт) 

и частота ультразвука (20, 28, 40 кГц). 

После заключительной обработки образ-

цы находились в лабораторных условиях в 

развернутом состоянии в течение 24 часов. 

Заключительный этап испытания произ-

водился на разрывной машине TIME 

WDW-20e, которая обеспечивает постоян-

ную скорость опускания нижнего зажима и 

предназначена для проведения испытаний 

образцов на растяжение, сжатие и изгиб в 

диапазоне нагрузок до 20 кН. 

Максимальная разрывная нагрузка на-

ходилась из протоколов эксперимента, по-

лучаемых из программного обеспечения 

разрывной машины. 

Целью оптимизации процесса формиро-

вания композиционного материала явля-

ется определение параметров, которые 

обеспечивают максимум критерия оптими-

зации (𝑦̂), с помощью математического пла-

нирования эксперимента (полный фактор-

ный эксперимент – ПФЭ) 

В данной работе критериями оптимиза-

ции выступают капиллярность полиэфир-

ной основы (𝑌1) и разрывная нагрузка (𝑌2) 

готового материала, т. к. эти показатели оп-

ределяют качество готового материала, фор-

мируемого при воздействии ультразвука.  

При проведении полного факторного 

эксперимента (ПФЭ) осуществляются опыты 

для всех возможных комбинаций уровней 

входных параметров (факторов), при этом 

число опытов равно числу всех возможных 

комбинаций уровней факторов [5]. 

В результате ПФЭ находят значения ко-

эффициентов регрессии, характеризующих 

линейные эффекты и эффекты взаимодей-

ствия факторов всех порядков. 

Экспериментами, проведенными авто-

ром, установлено, что на процесс формиро-

вания композиционных материалов с при-

менением ультразвука влияют три фактора: 

концентрация полимерной композиции (С, 

г/л), мощность ультразвука (Р, Вт) и ча-

стота ультразвука (ν, кГц). 

Экспериментальные исследования и об-

суждение результатов 

Для поиска математической модели 

влияния параметров на качество готового 

материала был проведен полный фактор-

ный эксперимент типа 23, состоящий из 8 

опытов. Исходные значения факторов обу-

словлены техническими характеристиками 

опытно-экспериментальной установки. Фак-

торы, их уровни и интервалы изменения по-

казаны в табл. 1. 
 

Т а б л и ц а  1 

Обозначе-

ние 
Факторы 

Уровни  

варьирования 

Интервал  

варьирования ε 

-1 0 1  

С Концентрация полимерной композиции 100 200 300 100 

Р Мощность ультразвука 0 50 100 50 

ν Частота ультразвука 20 30 40 10 
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Значения факторов в уровне -1 и уровне 1 

были найдены с помощью следующей фор-

мулы, которая характеризирует связь име-

нованных и кодированных величин: 

 

x𝑖 =
𝑐𝑖−𝑐0𝑖

𝜀
,                   (1) 

 

где x𝑖 – кодированное значение фактора 

(безразмерная величина); 𝑐𝑖, 𝑐0𝑖 – натураль-

ные значения факторов (текущее значение 

и значение на нулевом уровне); 𝜀 – нату-

ральное значение интервала варьирования 

фактора. 

Для определения зависимости кодиро-

ванной переменной от натуральной исполь-

зуем выражения: 
 

x1 =
С−200

100
,   (2) 

x2 =
𝑃−50

50
,    (3) 

x3 =
𝜈−30

10
.    (4) 

 

Значения этих соотношений позволили 

построить рабочую матрицу, где показаны 

именованные значения факторов. Рабочая 

матрица и матрица планирования представ-

лены в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2 

№ опыта 
Матрица планирования Рабочая матрица 

x1 x2 x3 С P ν 
1 +1 +1 +1 300 100 40 
2 -1 +1 +1 100 100 40 
3 +1 -1 +1 300 0 40 
4 -1 -1 +1 100 0 40 
5 +1 +1 -1 300 100 20 
6 -1 +1 -1 100 100 20 
7 +1 -1 -1 300 0 20 
8 -1 -1 -1 100 0 20 

 

Результаты эксперимента с тремя по-

вторениями в каждой точке для критерия 
оптимизации 𝑌1 (высота капиллярного 

подъема) показаны в табл. 3. 
 

Т а б л и ц а  3 

№ 
опыта 

Значение 
𝑦11 𝑦12 𝑦13 𝑦1̅̅ ̅ (𝑦11 − 𝑦1̅̅ ̅)2 (𝑦12 − 𝑦1̅̅ ̅)2 (𝑦13 − 𝑦1̅̅ ̅)2 

1 57 61 61 59,67 7,1111 1,7778 1,7778 
2 69 70 71 70,00 1,0000 0,0000 1,0000 
3 35 33 35 34,33 0,4444 1,7778 0,4444 
4 47 48 47 47,33 0,1111 0,4444 0,1111 
5 53 53 52 52,67 0,1111 0,1111 0,4444 
6 55 54 56 55,00 0,0000 1,0000 1,0000 
7 35 33 35 34,33 0,4444 1,7778 0,4444 
8 29 31 30 30,00 1,0000 1,0000 0,0000 

 

При построении модели первого по-

рядка найдем численные коэффициенты 
уравнения регрессии для случая 𝑘 = 3: 

 
 

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑏12𝑥1𝑥2 + 𝑏13𝑥1𝑥3 + 𝑏23𝑥2𝑥3 + 𝑏123𝑥1𝑥2𝑥3,  (5) 

 

где 𝑏0 – свободный член; 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 – линей-

ные коэффициенты;  𝑏12, 𝑏13, 𝑏23 – коэффи-

циенты двойного (парного) взаимодействия; 

𝑏123 – коэффициент, характеризующий вза-

имодействие трех факторов. 

Определяем численное значение сво-

бодного члена по формуле: 
 

b0 =
∑ 𝑦𝑖

𝑁
1

𝑁
,    (6) 

где 𝑦𝑖 – значение параметра оптимизации в 

том же опыте; 𝑁 – число опытов в матрице. 

Линейные коэффициенты рассчитываем 

по формуле: 

 

b𝑖 =
∑ 𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖

𝑁
1

𝑁
,         (7) 

 

где 𝑥𝑖𝑗 – значение фактора 𝑥𝑖 в 𝑗-м опыте. 
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Для расчета коэффициентов регрессии, 

характеризующих парное взаимодействие, 

используем формулу: 
 

b𝑖𝑗 =
∑ 𝑥𝑖𝑗𝑥𝑛𝑚𝑦𝑖

𝑁
1

𝑁
 .      (8) 

Уравнение регрессии для зависимости 

капиллярности полиэфирной основы (𝑌1) от 

условий воздействия ультразвука запишем 

в виде: 

 

𝑌1 = 47,92 − 2,67𝑥1 + 11,42𝑥2 + 4,92𝑥3 − 0,5𝑥1𝑥2 − 3,17𝑥1𝑥3 + 0,58𝑥2𝑥3 + 1,17𝑥1𝑥2𝑥3. (9) 

 

Аналогичные эксперименты и расчеты с 

тремя повторениями в каждой точке были 
проведены для критерия оптимизации 𝑌2 

(разрывная нагрузка) (табл. 4). 
 

Т а б л и ц а  4 

№ 

опыта 

Значение 

𝑦21 𝑦22 𝑦23 𝑦2̅̅ ̅ (𝑦21 − 𝑦2 ̅̅ ̅̅ )2 (𝑦22 − 𝑦2̅̅ ̅)2 (𝑦23 − 𝑦2̅̅ ̅)2 

1 1454 1458 1455 1455,67 1944165,4444 1955336,1111 1946955,1111 

2 1199 1201 1197 1199,00 1274641,0000 1279161,0000 1270129,0000 

3 1401 1404 1408 1404,33 1867777,7778 1875986,7778 1886960,1111 

4 1184 1188 1180 1184,00 1292011,1111 1301120,4444 1282933,7778 

5 1385 1401 1394 1393,33 1775112,1111 1818002,7778 1799175,1111 

6 1148 1154 1149 1150,33 1194649,0000 1207801,0000 1196836,0000 

7 1358 1359 1355 1357,33 1752093,4444 1754741,7778 1744160,4444 

8 1084 1091 1090 1088,33 1110916,0000 1125721,0000 1123600,0000 

 

 

Уравнение регрессии для зависимости 

разрывной нагрузки (𝑌2) от условий воздей-

ствия ультразвука запишем в следующем 

виде: 

 

𝑌2 = 1279,04 + 123,63𝑥1 + 20,54𝑥2 + 31,71𝑥3 + 1,29𝑥1𝑥2 − 4,38𝑥1𝑥3 − 3,96𝑥2𝑥3 + 7,79𝑥1𝑥2𝑥3. (10) 

 

Для определения ошибки всего экспери-

мента при одинаковом числе наблюдений 

находим дисперсию воспроизводимости по 

формуле: 

𝑆𝑖𝑦
2 =

3 ∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑗̅̅ ̅)
2𝑁

1

𝑁
.           (11) 

 

Знание дисперсии, характеризующей 

ошибку воспроизводимости, позволяет 

оценить значимость коэффициентов урав-

нения, что позволяет упростить работу с 

математической моделью из-за отсеивания 

части факторов. Оценка значимости коэф-

фициентов уравнения регрессии связана с 

построением доверительных интервалов. 

При оценке доверительных интервалов 

пользуются выражением [6]: 

 

𝑃(𝑏𝑖 − Δ𝑏𝑖 ≤ 𝛽𝑖 ≤ 𝑏𝑖 + Δ𝑏𝑖) = 𝛼,  (12) 

 

где 𝛼 – доверительная вероятность того, что 

найденное расчетом значение коэффици-

ента 𝑏𝑖 отличается от истинного значения 

коэффициента (𝛽𝑖) на величину, которая не 

превышает погрешности в оценке коэффи-

циентов (Δ𝑏𝑖). 

Доверительным интервалом коэффици-

ента регрессии является интервал его зна-

чений от 𝑏𝑖 − Δ𝑏𝑖 до 𝑏𝑖 + Δ𝑏𝑖. Для 95%-ной 

доверительной вероятности Δ𝑏𝑖 в случае 

линейных моделей определяется из соотно-

шения: 
 

Δ𝑏𝑖 = ±𝑡 ∙ 𝑆𝑏𝑖,  (13) 

где 𝑡 – критерий Стьюдента, для довери-

тельной вероятности 95% по числу степеней 

свободы 𝑛(𝑚 − 1) = 8 ∙ 2 =16 равен 2,13; 

𝑆𝑏𝑖 – дисперсия, связанная с ошибками при 

определении коэффициентов регрессии, 

определяется по формуле: 

 

𝑆𝑏𝑖 = √
𝑆𝑖𝑦

2

𝑁∙𝑛
   (14) 

 

В табл. 5 показаны расчеты дисперсий 

воспроизводимости и доверительных ин-

тервалов для уравнения капиллярности по-

лиэфирной основы (𝑌1) и уравнения раз-
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рывной нагрузки (𝑌2): 𝑆1𝑦
2 , 𝑆2𝑦

2  – дисперсии 

воспроизводимости; 𝑏1𝑖, 𝑏2𝑖 – коэффици-

енты параметров; Δ𝑏1𝑖, Δ𝑏2𝑖 – доверитель-

ные интервалы; 𝑏1𝑖+, 𝑏2𝑖+ – отсеянные ко-

эффициенты параметров. 

 

Т а б л и ц а  5 

𝑆1𝑦
2  5,333 1,000 1,333 0,333 0,333 1,000 1,333 1,000 ∑ 11,667 

𝑏1𝑖 47,92 -2,67 11,42 4,92 -0,50 -3,17 0,58 1,17  

Δ𝑏1𝑖 = ±2,13 ∙ 0,25 = ±0,525 

𝑏1𝑖+ 47,92 -2,67 11,42 4,92 – -3,17 0,58 1,17  

𝑆2𝑦
2  4,33 4,00 12,33 16,00 64,33 10,33 4,33 14,33 ∑ 130,00 

𝑏2𝑖 1279,04 123,63 20,54 31,71 1,29 -4,38 -3,96 7,79  

Δ𝑏2𝑖 = ±2,13 ∙ 0,82 = ±1,752 

𝑏2𝑖+ 1279,04 123,63 20,54 31,71 – -4,38 -3,96 7,79  

 

После отсеивания незначимых коэффи-

циентов уравнение капиллярности поли-
эфирной основы (𝑌1) и уравнение разрыв-

ной нагрузки (𝑌2) принимают вид: 
 

𝑌1 = 47,92 − 2,67𝑥1 + 11,42𝑥2 + 4,92𝑥3 − 3,17𝑥1𝑥3 + 0,58𝑥2𝑥3 + 1,17𝑥1𝑥2𝑥3,  (15) 

 

𝑌2 = 1279,04 + 123,63𝑥1 + 20,54𝑥2 + 31,71𝑥3 − 4,38𝑥1𝑥3 − 3,96𝑥2𝑥3 + 7,79𝑥1𝑥2𝑥3. (16) 

 

Гипотезу об адекватности проверяли по 

критерию Фишера, определяемому по фор-

муле: 

𝐹расч =
𝑆𝑖_ад

2

𝑆𝑖𝑦
2  ,  (17) 

 

где Si_ад
2  – дисперсия адекватности: 

 

𝑆𝑖_ад
2 =

∑ 𝑛∙(𝑦𝑗̅̅ ̅−𝑦̂)2𝑁
1

𝑁−𝑘−1
.          (18) 

 

Для уравнения капиллярности поли-

эфирной основы (𝑌1) табличное значение 

критерия Фишера для 95%-ной вероятно-

сти равно 4,49. Расчетное значение крите-

рия Фишера для 95%-ной вероятности 

равно 4,114. Сравнение табличного и рас-

четного значения критерия Фишера (𝐹расч <

𝐹табл) показывает, что уравнение (15) 

можно считать адекватным с доверитель-

ной вероятностью 95%. Аналогично для 

уравнения разрывной нагрузки (𝑌2) сравни-

ваем значения критерия Фишера (𝐹расч =

2,464 < 𝐹табл = 4,49) и делаем вывод, что 

уравнение (16) можно считать адекватным 

с доверительной вероятностью 95%. 

После перевода уравнений (15) и (16) к 

именованным величинам с учетом выраже-

ний (2)…(4) получаем математические мо-

дели процессов капиллярности полиэфир-

ной основы (𝑌1) и разрывной нагрузки (𝑌2): 

 

𝑌1 = 22,31 + 0,038𝐶 + 0,281𝑃 + 0,654𝑣 − 0.0217𝐶𝑣 − 0.0018𝑃𝑣 + 0.00001𝐶𝑃𝑣 − 0.0004𝐶𝑃,  (19) 

 

𝑌2 = 921.225 + 1.4189𝐶 + 0.997𝑃 + 3𝑣 − 0.0061𝐶𝑣 − 0.0195𝑃𝑣 + 0.00008𝐶𝑃𝑣 − 0.00234𝐶𝑃. (20) 

 

Процесс формирования композицион-

ного материала при воздействии ультра-

звука, по исследованиям автора, зависит от 

капиллярности армирующей основы, а ка-

чество материала – от итоговой разрывной 

нагрузки.  

Для поиска оптимальных параметров 

обработки материала необходимо по полу-

ченным математическим моделям провести 

безразмерную оптимизацию. Одним из 

применяемых методов является использо-

вание обобщенной функции желательности 

[9]. Суть метода заключается в том, что зна-

чения частных критериев оптимизации 

приводятся к нормированному безразмер-

ному виду таким образом, что наиболее 

«желательному» значению критерия соот-

ветствует 1, "нежелательному" – 0. Это поз-

воляет совместно рассматривать критерии 

оптимизации. На основе нормализованных 
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частных критериев с помощью обобщенной 

функции желательности формируется но-

вый скалярный критерий оптимизации, 

учитывающий желательности всех частных 

критериев [5]. 

Для определения желательностей част-

ных критериев оптимизации с помощью од-

носторонней функции желательности Хар-

рингтона для каждого критерия устанавли-

вается соответствие его натурального зна-

чения и его желательности [8].  

Для оптимизации процесса формирова-

ния материалов с применением ультразвука 

были выбраны входные параметры: концен-

трация полимерной композиции (С, г/л), 

мощность ультразвука (Р, Вт) и частота уль-

тразвука (ν, кГц). В качестве критериев оп-

тимизации приняты основные показатели 

для формирования качественных компози-

ционных материалов: капиллярность ос-

новы (Y1) и разрывная нагрузка (Y2). 

В табл. 6 приведены соответствия нату-

ральных значений критериев оптимизации 

и их желательности. 

 

Т а б л и ц а  6 

Желательность 
Отметки на шкале  

желательности 

Капиллярность основы, 

мм 
Разрывная нагрузка, Н 

Очень хорошо 1...0,8 72...63 1400...1300 

Хорошо 0,8...0,63 63...54 1300...1200 

Удовлетворительно 0,63...0,37 54...46 1200...1100 

Плохо 0,37...0,2 46...37 1100...1000 

Очень плохо 0,2...0 37...28 1000...900 

 

Для определения желательности част-

ных критериев оптимизации составлены 

частные функции желательности. Частные 

функции желательности являются ограни-

ченными снизу, т. е. чем больше значение 

критерия оптимизации, тем оно лучше. 

Для капиллярности основы нижний до-

пускаемый порог составляет 60 мм, меньше 

данного порога высота капиллярного подъ-

ема полимерной композиции является не-

приемлемой. 

Для разрывной нагрузки нижний порог 

составляет 1000 Н, нагрузка меньше уста-

новленного порога является недопустимой. 

На все параметры оптимизации были 

наложены ограничения от –1 до 1. 

Решение оптимизационной задачи вы-

полнено в СКМ Maple, результаты пока-

заны в табл. 7. 

 

Т а б л и ц а  7 

Параметр 
Значение  

кодированное 

Значение  

именованное 

Обобщенная функция желательности ... 0,84424 

Концентрация ПК, г/л -0,19684 180,31 

Мощность УЗ, Вт 0,99165 99,81 

Частота УЗ, кГц 0,91498 39,14 

Высота капиллярного подъема, мм ... 65,684 

Разрывная нагрузка, Н ... 1302,1291 

В Ы В О Д Ы 

 

Анализ уравнений регрессий позволяет 

сделать вывод, что на капиллярность и 

прочность материала влияют все исследуе-

мые параметры обработки. Для исследуе-

мого материала при воздействии ультра-

звука с мощностью 100 Вт на частоте 

39 кГц при концентрации полимерной ком-

позиции 180 г/л получили точки максимума 

критериев оптимизации: капиллярность 

65,7 мм и разрывная нагрузка образца 

1300 Н. Используя такой метод, можно по-

лучать прогнозируемые параметры матери-

алов для любых задач. 
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