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За истекшее пятилетие 1976 -  198Э г . г .  научн о-исследова  -  

тельская р аб о та  а в т о р о в  настоящ его о тч е т а  была, в  основном, посвя  

щена решению ряда осесимметричных и плоских краевых за д а ч  теории 

упругости, Уетод решения, использованный авто р ам и , -  активно р а з ­

вивающийся в последние годы метод п о тен ц и ал а .

Численно решены зад ач и  о шаровой полости  в  бесконечном упругом 

пространстве, заполненной тяжелой жидкостью; ряд за д ач  об упругом 

пространстве и п о л у п р о стр ан стве  с двумя сферическими полостями: о 

сжатии такого п р о с т р а н с т в а ;  о двух полостях  в тяжелом полупростран 

стве; в случ аях , к о гд а  одна из полостей  заполн ен а жидкостью или 

сжатым г а зо м .

Кроме этого  р а зр а б о т а н  упрощенный алгоритм  решения СИУ и р а с ­

смотрен переход к смешанной осесимметричной з а д а ч е ,  а  также рассмот 

рено решение зад ач  теории уп р уго сти  при помощи формулы Сомилиана.

Реферат
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Введение*

Классический подход к построению интегральных уравнений основ­

ных краевых задач теории упругости заключается в представлении ре­

шения уравнений Ламе в виде эластопотенциалов [  /  ]  .

Рассмотрим замкнутую поверхность , разграничивающую две
области в трехмерном евклидовом пространстве £3 , в котором

непрерывно распределена классическая изотропная упругая среда с пос­

тоянными 0. , J • Конечную область обозначим J) ^  $ бесконечнее

- ]) ~  , Назовем, следуя В.Д.Купрадзе [  1 ]  , первой внутрен­

ней (внешней) краевую задачу, в которой регулярное решение уравне­

ний статики в D *  (  D ~ )  требуется найти при заданных перемеще­

ниях точек границы nS • З ад ач а ,в  которой регулярное решение 

в области D *  ( 2>~) находится по заданным на границе уси -  

лиям, называется второй внутренней ( внешней). Обозначим эти зад ач и , 

соответственно, 1 +  г  и л *  Ж ~ . Наконец, возможны задачи, в 

которых на части границы $  заданы усилия, в остальной же

области границы -  перемещения ( смешанные граничные условия)*

Поле перемещений в  бесконечном упругом пространстве, вызванных 

единичной силой, приложенной в точке у  , определяется матри­

цей Кельвина [  1 ]

К  ( * > у )
3 x 3 ( I )к \ у  ( у )

Если усилия jU ( у )  распределены по поверхности , пе­

ремещение точкихбесконечного упругого пространства д ае тся  интегра­

лом

который называется эластопотенциалом простого слоя* Если на матри­

цу Кельвина ( I)  воздей ствовать оператором напряжения [  1 ]

3x3
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где П -  единичный вектор нормали к площадке, на которой 

ищется напряжение, получится интеграл, называемый эластопотенциа- 

лом двойного слоя:

S
р(у) clS  .

С 2)

,+ Г-
Интегральные уравнения задач 1 , 1  получаются путем пред -  

ставления вектора перемещения интегралом С 2) С с учётом предельных 

свойств и граничных условий и ( х)  ~ /  ( * )  } X £  S ) :

р ( * )  - п  [ т ( 4 >*)k(x ,y)\f<(y)cts=  J ( x ) . (3)
Представление вектора перемещения эластопотенциалом простого слоя 

приводит к интегральным уравнениям задач Ж.~*~ и Л  :

№  + 4 1 [ T (b ,n ) K ( x j9) \ p ( * ) M  - / fx ) .  ^
В уравнениях ( 3-4) коэффициент ^  =1 С в случае внутренней

задачи) и ^  = - I  ( в случае внешней задачи) •

ЮХКопейкиным предложен другой путь построения СИУ [  2 ]  ,

базирующийся на использовании бигармоничееких потенциалов простого 

и двойного слоя:

$ ( * )  *  ) p ( y ) j a
S

Ц х)  =  \  Р  ( у )

S

С 5 )



где /7 -  внешняя нормаль к границе S  в точке у/
Исследованы предельные свой ства потенциалов ( 5 ) ,  а также предельные 

свойства вторых производных бигармонического потенциала двойного 

слоя и третьих производных бигармонического потенциала простого 

слоя.

Рассматривая общее решение уравнений теории упругости в форме^ 

предложенной Б.Г.Галеркиным [ J  ]  ,

v ~  ~  Т с Г Т )  r a d  d !v  Ф  ’  ( б )

где -  функция напряжения, и подставляя в выражение ( б )  вмес­

то функции напряжения бигармонический потенциал простого или двой­

ного слоя ( 5 ) ,  получим интегральные представления вектора перемеще­

ния

v(x) - 1 [ r ($ z )f jц (v) d s , (7)
v'(x)m I [ r ( h  )lot 2 ĵ /*(y)dS .

В выражениях С 7)

r ( h ) -  \ n ; ( i r ) \ , . s ,

П/ ( f r )  -  Sij v ‘  - ^
- матричный дифференциальный оператор Б.Г*Галеркина( f ty  -сим­

волы Кронек е р а ) . Выражения ( 7 )  являются эластопотенциалами, разре­

шающими, соответственно, вторую и первую краевые задачи теории уп­

ругости. Интегральные уравнения этих задач :

jij- t y l* )  -  J  I r ( ^ ) ^ ( f ) \ f i ( v ) U S  = J ( x ) ,



где коэффициент ^  имеет смысл, установленный в уравнениях (  3 - 4 ) , 

a J) некоторая матрица. Заметим, что эластопотенциал прос­

того слоя, построенный при помощи бигармонического потенциала прос­

того слоя, тождествен эластонотенциалу, построенному на основе мат­

рицы Кельвина, Потенциал W (x)(2 )  является многослойным и отли -  

чается от потенциала V '(х )  (  ? )  .

И в первом, и во втором случае интегральные уравнения за ­

дач/и/являются сингулярными ( СИУ), т . е .  ядра их имеют особенность 

вида 1/ г* . Интегралы в этих уравнениях имеют смысл, если

Se (ы) и и € С '*  [ 1 ]  .

Иной подход к составлению интегральных уравнений теории упру­

гости основывается на использовании формулы СомилианаС являющейся 

аналогом формулы Грина теории гармонических функций) .выражающей»' 

упругое смещение точки области через полные граничные условия,

=  -  I  r ( x jV) v { y ) d s  +  . ( 8 )
S

В формуле (8 )  к  ( х, у  )  -  матрицу Кельвина, Т  )  -матрица

усилий, vfy) и 4(</) -  перемещения и усилия на границе S  , а  

коэффициент *  О » если * 6  I ^  хе S , и £  = /

, если х  е J )* .

Непосредственное использование формулы ( 8 )  приводит к СИУ в случае

второй краевой задачи и к интегральным уравнениям первого рода со

слабоЛс обменными ядрами в случае задачи /

Напряжения в этом случае вычисляются по формуле напряженря, ч 

полученной на основе формулы Сомилиана, В формуле напряжения при 

этом появляются интегралы, прямые значения которых в точках грани­

цы̂  е существуют, а существ уют только их предельные значения. Как 

именно, определить эти предельные значения, в настоящее время не 

известно. В литературе наметились различные подходы к приближен­



ному вычислению напряжений на границе области, которые, впрочем, 

все основаны на экстраполяции напряжений, действующих во внутрен­

них точках области [  ^  ^  ]  .
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ГЛАВА I .

Прямое решение второй краевой задачи для шаровой области .

§1. Уравнения второй осесимметричной краевой задачи для шаровой 

области.

Интегральные уравнения второй краевой задачи для тела вращения 

имеют вид [ /  J

А ( х )  +  J ¥ ( 7Z T )  J Z  f y .  Ш  ( ч )
( 9 )

vT

T iF tk  A ' ( x )

В уравнениях ( 9) p ie -  проекции вектора плотности потенциа­

ла простого слоя на оси цилиндрической системы координат с началом 

в параметрической точке X  , р .^  -  заданная на поверхности

S нагрузка, /V  ?/ -элементы ядровой матрицы.

Рассмотрим задачу, в которой нагрузки заданы функциями, неза­

висимыми от окружной координаты • Значит, и плотности p j
не зависят от . Это обстоятельство позволяет в уравнениях

(9) выполнить интегрирование по окружной координате и тем самым 

двумерные интегралы уравнений заменить одномерными. После этого 

интегральные уравнения второй осесимметричной краевой задачи при­

нимает вид

Л '  №  +  ( / • '  =  у ^ й Г / « >  ( * ) •  С ю )

В ура внениях ( Ю) L  - к о н т у р  тела вращения,

oij0 -  направляющие косинусы нормали * )  в  системе коорди- 

и  о., 4  , а ядра интегральных формул для напряжений
У
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