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Теорема. Однородное Ф-пространство SU[9)/T с метрикой д, индуцированной формой Кип­
линга, является GGi -многообразием. Кроме того, существует каноническая f-структура, относи­
тельно которой SU(Q)IT не является обобщенным эрмитовым многообразием.
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Введение
В статье рассмотрена многофакторная модель временной структуры процентных ставок из 

класса экспоненциально-аффинных моделей. Факторами модели являются доходности Х=(Х,, 
Хг, ..., Х„> бескупонных облигаций л различных фиксированных сроков погашения {ц, тг, р,} 
Доходность любой бескулонной облигации берется в виде зависящей от даты погашения аф­
финной комбинации избранного «базового» набора доходностей. Полагая, что факторы следуют 
многомерному марковскому процессу, описываемому многомерным аналогом однофакторной 
модели МС [2, стр.59-67], мы получили аналитическое представление цен дисконтируемых об­
лигаций с любым сроком погашения.

Аффинная факторная модель.
Пусть задано полное вероятностное пространство (Д  F, Р), пополняемое фильтрацией {F,: t 

z 0}, порождаемой стандартным Броуновским движением Wb Rn. И пусть имеется однородный 
во времени марковский процесс X, принимающий значения в некотором открытом подмножестве 
О из R", такой, что для любых моментов времени ( и г  рыночная стоимость в момент f бескупон- 
ной облигации, погашаемой в момент Т=(+г, дается в виде p(X(f),r), где PeC21{0 х f0, <»)). Про­
цесс краткосрочной ставки г определяется через непрерывность с использованием измеримой 
функции R. D -> R1, определяемой как предел доходности, когда срок погашения стремится к 
нулю:

-1 п ^ (х ,т )
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Предполагаем, что X  образует марковский процесс, заданный многомерной версией модели 
МС, и удовлетворяет стохастическому дифференциальному уравнению вида:

dX(f) = ДХ(()) dt + er{X{f}) dtV(f), где ^X (f)) =а X{f)+P; a, ere R"”", fceR".
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_0 0 . .. a ,m A. 0 0 •••

В И Т Е Б С К  2 0 0 2 65



математика, прикладная математик#, механика и астрономия

Будем рассча_ривать экспоненциально-аффинный класс моделей, в котором рыночм 
стоимость p(X{f),r), в момент f бескупонной облигации, погашаемой в момент 7"=f+r, представи^ 
в виде p{X(t),i)-exp{A(t)+B{г)Х(0), р(Х(0,С)=1. В сипу установленного предположение, что p s*c  
21(0х[О. со)), А{т) и 8(г) являются С' функциями на [0, ж) с граничными условиями д/ду-л 
В(0)=0. И

В работе (1) доказана теорема, о том, что необходимым и достаточным условием того, чтобы 
p(X(t).j) была экспоненциально-аффинной, является условие аффинности fj(X(t)) & 
R{X{t)). Поэтому полагаем /?(X(f)>=ot-*-p X(f), asR 1 , SeR", p*(pt, р2, • • Рп) И считаем, что коэф­
фициенты a, р,, р2, рп являются неотрицательными (из экономических соображений).

Для фиксированной даты погашения 7 рассмотрим процесс цены бескупонной облигации 
P(X(f).f)=p(X(f),T- (), f<  Т. По лемме Ито

dP=DP(X(f),0 dt+P^X(f),0 a{X(t)) dt¥t, где 
DP(X(f),f)=Pt(X(f),f)+Px(X{f),() M )  +0,5 tr[Pxx(X(f),f) d M )  4X(f))r ]

Учитывая то, что DP(X{f),f)=R(X(/)) P{X(f),f), и то, 4 0  P - строго положительная функция, име­
ем

п г
-R(x)-A{ г)-В'( г)х* 8( г)д(х)+0,5 1 2 >  , (х )о , (х ): 8,( Щ (  r)=0, {X, т)еDx[0. ®).

■=1 ;=]
Это уравнение применимо для всех т< «о, поскольку 7 является произвольным.
Так как ,Ux), а {х), R(x) -  аффинные функции, то можно сгруппировать слагаемые, содержа­

щие Х|. И, учитывая то, что в нашей модели а -  диагональная матрица, получаем:
л п

-а-А'{т)+ £ X  [-Р~в':(т)+-в (г) ai+0,5 S,2(r) о ,2]+ £  (8,(г) Ь,+0,5 а 2(г) сг,г z,]=0

Это равенство имеет место для любого х из открытого множества D, и по принципу согласо­
вания приравниваем нулю коэффициенты при соответствующих координатах х и свободном 
члене. Таким образом, приходим к системе дифференциальных уравнений:

B’i(r)=o,5a2(?)ff,2+si(j)a,-pi, е,(0)=о, \=1м .

А'{г ) = £  [0,5 f i 2(r1o,2 z, +S,{r)fiJ - «  , А{0)=0.

Решение дифференциального уравнения Рикоти для функции Щ г) было найдено при пом,о-
1 dq

щи замены переменных [2, стр. 236) 6,(г)=------------------- - .  В результате уразнение Риккати све-
0,5  q (x ) d i

лось к линейному дифференциальному уравнению второго лооядка отмссительно фг)
Таким образом, для нашей модели получены аналитические выражения функции А(г) и В(т) 

И они имею- вид.
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'«л 2 iВ,(г)=рг •

К  4^-2, ехр(в#т)
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- ,в,- = y j a ;  +  2 а ;0, , И ,и

л, P .i, ^  4,2, -  b, j X  -? и , ехр(£,т)
" ^ T "  X “ 2ч '^3 ln i 7

i-i v, 2X.|, Я.u 7 <-
+ X -T  S ,(r)-a .

И, следовательно, получена аналитическая формула для вычисления в момент ( рыночной 
стоимости бескупонной облигации с любым сроком погашения г, вычисляемую на основе из­
бранного «базового» набора доходностей:

p(X(f), г)= ехр| А (т) + £  Л', [/)В, (т)
V 1-1 /

Литература.
1 Djffie D.. Кап R. A yield-factor model of interest rate II Mathematcal Finance. 1S35. > 

N2 4 Р /379-406.
2. Медведев ПА. Математические модели финансовых рисков 4.1 Риски из-за неопре 

деленности процентных ставок Мн. БГУ 19S9.

66 В И Т Е Б С К  2 0 0 2


