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Рассмотрим теперь случай приближения с помощью ряда Фурье подынтегрального выраже­
ния g ‘ (a ) в (3) с последующим точным интегрированием:

.1 I г I

§ ' { « ) *  £  е' Wj (or), у ‘~ \Р ) = у  т г £ Х  \w .{a )d a ^ y  + Y ,c 'y { P )
н 1 ;-1 j- i

Здесь с ' =  j w, {a ) g* (а )  *  У  A w; ( а , )# ' ( а , } .
с *-1

С применением матричных обозначений предыдущие выражения переписываются соответ­
ственно в виде У(+) —Y + t C^V  , С, =  G(Yt)W , откуда следует, что

YM = Y + tG(Y,W lV' = К  + г С ( Г ) - (14)

Сравнивая (10), (13) и (14), можно сделать вывод. чт> все предложенные численные реали­
зации (2) записываются в одинаковой форме

Y,a = Y + rG(Yt)Cl, (15)

причем квадратная матрица Q  не зависит от исходной задачи (1), и остается постоянной на 
протяжении всего итерационного процесса (15).
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Рассмотрим начальную задачу для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
нормального вида 8 локальной постановке:

4-и(х) = /{х,и(х)), ( < X < t  + X, (1)
их

И(0 = У (2)

Для традиционных пошаговых методов фиксированного порядка точности численного реше­
ния исходной задачи практически единственным рычагом управления величиной локальной 
ошибки является шаг сетки ф, Основной целью данной работы будет построение таких вычис­
лительных алгоритмов, которые позволяют поднимать уровень точности локального приближе­
ния, не прибегая к процедуре дальнейшего уменьшения величины шага дискретизации ф. Такой 
рычаг повышения точности монет опираться, скажем, на известный процесс последовательных 
приближений Пикара (1, с. 48, 58], который запишем в форме

д

и \х )  =  и ° (х ) + j f ( z ,u \z ) )d z ,  и \ х )  е  у,
t

и"‘{х)-и'{х) + ],[/(г,и'(2))-/(г ,м ''1(г))]<&, / = 1,2,...
[3)

Главные трудности реального применения в вычислительной практике приближений типа (3) 
сопряжены с необходимостью нахождения (точного или приближенного) представления для ин­
тегралов с песеменным верхним пределом вида
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Г(х)= )g‘(z)dz,
I

, J /( *>  >>),* =  О;

g ‘ l f { z , y 4 z ) ) - n z , y " \ z ) ) t i = \X . . .
Как и в [3], при построении такого представления будем использовать аппарат рядов Фурье 

После замены в (4) переменной интегрирования

z = I + г  sin з £
2 ( 5 )

интегралы гринимают вид
1 9

/‘( х) - “ (6), q ‘( v )  = g ‘ (w)siny/, г = 0,1....
*  о

где (см. (5)) _____

а  = 2arcsin J ——-  (7)
V г

Так как подынтегральная функция # '(ш ) в правой части (6) является нечетной и 2п -  перио­
дической, при этом на границах отрезка 0 < ф < т  (см. ( ') , (7)) выполняются условия

9 ‘ (0) = ? '(р ) - 0 ,  то удобным представлением такой функции может служить (см ., напр , [3, с. 
227-229] следующее разложение в ряд Фурье:

<7'(!/) = Х А  j  sin ; > ,  (8)
Я

2 ^
Д ,  - -  [q'{<p)s\nj(pd<p. (9)

Если интеграл из (9) приблизить, скажем, посредством составной квадратурной формулы 
трапеций с равноотстоящими узлами

Ф „ = - ^ ,  уз =  0,1,-,ет ( m i  2 ), (10)
т

а в правой части (8) ограничиться, например, лишь первыми т  - 1 слагаемыми, то приходим 
к приближенному равенству

т - \

(11)
М

где (см. [4, с. 144])

b>,j = - £ ^ ' ( ^ ) 8 1 п  j p „  *  Д .; • (12)
m p=i

Точные соотношения из (11), (12) с учетом (10) приводят к формулам интерполяции синусами 
(см. (3, с. 244]). Такого рода тригонометрический интерполяционный многочлен для функций с 
ограниченной вариацией сходится к заданной функции в каждой точке рассматриваемого отрез­
ка, когда число узлов интерполирования неограниченно возрастает (см. (3, с. 219, 244]). Этим 
данная интерполяция выгодно отличается от степенной для случая равноотстоящих узлов.

Воспользовавшись аппроксимацией (11) и выголиив интегрирование в (6), вместо (3) для 
приближения y '^ ix )  к и1*' (х ) можно записать:

/ * ' ( * )  - / ( * )  + — sinг (у arcsinJ ~— -) , ( =  0,1,...(>°(л) s  у ) . (13)
w  J " Г
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Заметим, что в правой части (13) используются значения функции у ‘ (х) лишь в узлах

■ ■> пр
* Р = Г + Т8Ш Ъ п ' ^  1. (14)

вспомогательной сетки на отрезке дискретизации (см. (5),(6), (10), (12)). Поэтому для практи­
ческих целей значения нового приближения у '*](х ) также достаточно вычислять только в фик­

сированных точках л-* , к  -  1.2. .пи вида (14). При этом значительно упрощаются и сами 
расчетные формулы (13):
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“  '' / 2 т  ?
"лЛ

k =1,2 1, (15)

J j 1
2 А
v**l

т — r. i *  0. 2 v~ ] (16)

Здесь (см. (12))

Ь , ,= ‘

2 . . яр . ]яр
— \ А хп’У)sin-^-sm — i = 0; 
т "  т  т

2
— £ l / ( w ' ( * » ) ) “ Я хр■ У ( * , ) > ] s i n  —  • s i n ^ ,  i — 1 , 2 , . . .m jz x m m

(17)

а через [а ], как обычно, обозначена целая часть числа а
Построенные вычислительные алгоритмы могут быть особенно полезными, скажем, в ситуа­

ции, характерной для жестких (см. (1)) систем, когда в случае традиционных пошаговых числен­
ных методов уменьшение величины шага сетки, вызванное необходимостью повышения уровня 
точности приближения быстро изменяющихся составляющих решения исходной задачи, приво­
дит к "подаисанию" во времени его медленных составляющих. Проведенные численные экспе­
римент»! подтверждают, в частности, и такие возможности предлагаемых методов.
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Ноомальные системы обыкновенных дифференциальных уравнений, эквивалентные уравне­
ниям Пенлеае, играют важную роль в теории этих уравнений. Наиболее важное применение эк­
вивалентных систем состоит в том, что они дают простой метод построения преобразований 
Беклунда. которые являются одним из основных инструментов исследования различных свойств 
решений уравнений Ленлеве [1]. Эквивалентные системы для уравнений Пенлеве представляют 
собой сцепленные уравнения Риккати, которые могут быть стандартным образом линеаризова-
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