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Предисловие
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Теоретическая механика — одна из фундаментальных общенаучных 

дисциплин физико-математического цикла, на материале которой базируются 

многие общеинженерные дисциплины, такие, как сопротивление материалов, 

строительная механика, гидравлика, теория механизмов и машин, детали 

машин и др.

Она является теоретической базой современной механики. Поэтому при 

изучении курса теоретической механики следует дать тот необходимый объем 

фундаментальных знаний, на базе которого будущий специалист сможет 

овладеть всем новым, с чем ему придется столкнуться в ходе его практической 

работы.

Хорошее усвоение курса теоретической механики требует не только 

глубокого изучения теории, но и приобретения твердых навыков в решении 

задач. Для этого необходимо самостоятельно решить большое количество задач 

по всем разделам.

В целях текущего контроля учебной работы студентов при изучении курса 

проводятся аудиторные контрольные работы.

В- сборнике помещены контрольные работы и приведены примеры их 

выполнения. Основываясь на этих примерах, студенты смогут самостоятельно 

выполнять задания из этого сборника.

Сборник может использоваться на практических занятиях и в качестве 

расчетно-графических работ, выполняемых за время изучения курса 

теоретической механики. В подготовке задач сборника принимал участие к.т.н., 

доцент Савенок Е.А.

Сборник содержит 529 задач, в том числе по статике — 83, по кинематике 

— 114, по динамике — 332.

Витебский государственный технологический университет



ГЛАВА 1 

Статика 

1.1. Равновесие произвольной плоской системы сил

При решении задач на равновесие произвольной плоской системы сил 

необходимо придерживаться такой последовательности-.

1) выбрать тело (или группу тел), равновесие которых рассматривается;

2) освободить тело от связей, заменив действие связей соответствующими 

силами реакций связей;

3) изобразить в виде векторов все действующие на тело заданные силы и 

реакции связей;

4) выбрать систему декартовых осей координат и центр моментов;

5) составить уравнения равновесия и определить искомые реакции связей.

Для получения более простых уравнений равновесия следует учесть:

1) составляя уравнение проекций, следует направить одну координатную 

ось перпендикулярно к линии действия одной, а, если возможно, то и 

двух неизвестных сил;

2) составляя уравнение моментов, необходимо выбрать центр моментов в 

точке пересечения линий действия двух неизвестных сил; тогда в 

уравнение моментов сил войдёт только одна неизвестная сила.

1.1.1. Равновесие системы сходящихся сил на плоскости

Пример.

Груз Р-20кн поднимается магазинным краном ВАС посредством цепи, 

перекинутой через блок А и через блок Д  который укреплен на стене так, что 

угол САП=30\ Углы между стержнями крана: АВС=60°; АСВ=30°. Определить 

усилия в стержнях АВ и АС (рис.1.1).

б
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Рис. 1.1 Рис. 1.2

Решение.

Рассмотрим равновесие узла А крана, к которому приложены сила Р, 

реакции 5; и 3- стержней АС и АВ соответственно, сила Т натяжения цепи АО, 

причем численно Т=Р, так как при отсутствии трения в блоке А натяжение цепи 

во всех точках одинаково (рис. 1.2).

Реакции В ^  В2 направлены в предположении, что стержни АС  и АВ 

растянуты.

Учитывая, что угол ВАС = 90°, направим оси х и у  вдоль стержней АС и 

АВ. Так как линии действия всех сил пересекаются в узле А, составим два 

уравнения равновесия системы сходящихся сил на плоскости:

'%1Р'кх=0, 5] + Т со$30° +РсохЗО° =0, (1.1)

=  О, 8 2 + Т с о и 60° - Р с о з 60° = 0 . ( 1 .2 )

Поскольку Т-Р, то из уравнения (1.2) получим, что В2= 0.

Из уравнения (1.1) находим, что 81 = - 2 Р созЗО0 = - Р 7з = - 34,бкн.

Витебский государственный технологический университет



Полученный знак «минус» говорит о том, что реакция стержня в 

действительности имеет направление, противоположное указанному на 

рисунке. Следовательно, стержень АС сжат.

1.1.2. Равновесие произвольной плоской системы сил, 

приложенных к твердому телу

Пример.

Невесомая горизонтальная балка АВ длиной 1~6м шарнирно затеплена в 

точке А. В точке В  к ней шарнирно прикреплен невесомый стержень БЕ, 

образующий с осью балки угол /? =60°. В точке С к балке прикреплена нить, 

переброшенная через блок Ь, К свободному концу нити привязан груз Р - 8кн. 

Нить образует с вертикалью угол а  =30°. Определить реакции связей, 

учитывая, что ВБ=1м, АС=4м.

Решение.

Рассмотрим равновесие балки АВ. >

Реакцию шарнирно-неподвижной _
7 *опоры А представим в виде двух вза

имно перпендикулярных составляю

щих X  А и Тл . Полагая, что стержень 

ВЕ  растянут, направим реакцию 5 

стержня от точки В  к точке Е. Реакция

Т  нити направлена вдоль нити СЬ, 

причем Т=Р.

Выбираем оси координат с началом в точке пересечения неизвестных сил 

Х А и ТА, а направление осей примем таким же, как и направление сил. Центр 

моментов выберем в точке А. Это позволяет составить уравнения равновесия 

балки в наиболее простой форме. Составим уравнения равновесия полученной 

плоской системы сил:

Рис. 1.3

Витебский государственный технологический университет
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= О, Х А -  Т з т а - 8 соз /3 -  0; 

%Рцу =0, Ул + Т со за -8 зт /3  = 0; 

ъ т А(Рк)= 0 , Т-А С  • соза -  8 ■ АО-зт /3 = 0.

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Из уравнения (1.5) найдем значение 5: 5 =

Из уравнения (1.4) получим, что УА = 8 -зт /З -Т -со за  -  -1,39кн.

Из уравнения (1.3.) найдемХА: ХА= Т -зта + 5 • соз/З = 7,2кн.

Значения ХА я  8 получились положительными. Это указывает на то, что 

принятые направления этих сил совпадают с их действительными 

направлениями. Отрицательное значение УА указывает на то, что принятое 

направление этой силы противоположно действительному.

1.1.3. Равновесие произвольной плоской системы сил, 

приложенных к системе твердых тел

Задачи, относящиеся к равновесию двух тел, можно разделить на два типа:

1) задачи, в которых равновесие двух тел представлено балкой и узлом;

2) задачи, в которых равновесие двух тел представлено блоком и узлом.

При решении таких задач необходимо применять метод расчленения

системы, т.е. нужно рассматривать равновесие каждого тела системы в 

отдельности и для каждого из этих тел составлять уравнения равновесия, 

учитывая при этом все силы, приложенные к рассматриваемому телу. При этом 

необходимо, чтобы силы взаимодействия между телами в точках сочленения 

были равны по величине, но противоположны по направлению.

Пример 1.

Определить реакцию шарнира А и вес груза ^  составной конструкции при 

условии, что Р=120н, АВ=2а, АВ=ОВ=а (рис.1.4).

Витебский государственный технологический университет



Решение,

Данная со

ставная конструк

ция состоит из 

двух тел: балки АВ ' 

и узла С. Эти тела 

соединены невесо

мым стержнем ВС.

Расчленим эту 

конструкцию по 

стержню ВС и рас

смотрим отдельно равновесие балки АВ и 

узла С.

Сначала рассмотрим равновесие 

балки АВ, на которую действуют

10

составляющие УА реакции

неподвижного шарнира А, реакция Т, 

нити ОК, причем численно 7)=Р=/20м, 

реакция 5 стержня ВС (рис 1.5).

Рис, 1.4

Уравнения равновесия имеют вид:

2 Х  -0 ,  Х А + Т] сох 30° -  3 сох 60° = 0;

УА + Т1сохб0° +8сох30° =0;

Штл(Р к)-0 ’ 7} •АО-зтЗО° - 8  АВ-хтбО" =0. 

Решая эти уравнения, находим:

( 1.6)

(1.7)

( 1-8)

Витебский государственный технологический университет
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^ 1 г ± ^ _  = 20 ^ н,
2 -а- зт 60°

Уа = — Т1 сох60° — 8 ■ созЗО0 = —90н,

ХА = 8-соз60°— Т] ■ созЗО0 = - 50:3н.

Отрицательные значения ХА и У л указывают на то, что составляющие Х Л и 

?А в действительности направлены противоположно указанным.

Рассмотрим теперь равновесие узла С, на 

который действует реакция 8 ' стержня СВ, причем 

реакция 32 стержня СЕ и реакция Т2 нити 

СЕ, где численно Т2 = б  (рис. 1.6). Для определения ^  

значения Т2 =<2 достаточно провести ось X] 

перпендикулярно вектору 82 и составить одно 

уравнение равновесия:

=0, 8 '-соз30°-Т 2соз30° =0, (1.9)

откуда Т2 = 5 ' = 20 13 н, <2 = 20-13 н.

Рис. 1.6

Значение реакции шарнира А: КА = Х А +УА = 20- 39 « 124,9н. 

Ответ: КА = 20 39 н, ^  =20 ,3н.

Витебский государственный технологический университет
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Пример 2.

Определить реакции стержней АС, АО, ВЕ, ВР, если Р т120н (рис. 1.7). 

Размерами блока Л пренебречь.

Рис. 1.7 Рис, 1.8

Решение.

Данная составная конструкция представляет 

собой равновесие блока А и узла В. Рассмотрим 

равновесие блока А, на который действует сила Р, 

реакция Т нити АВ (Т=Р), реакция стержня АС и 

реакция 32 стержня АВ. Реакции 5) и 8} 

направлены от точки А в предположении, что 

стержни растянуты (рис, 1.8).

Для полученной системы сходящихся сил на плоскости выберем оси х н у ,  

как показано на рис. 1.8 и составим два уравнения рммноиесия;1

^Рр/ас^о, 82 +РсовЗО° +82сов30° =0,

1 ^ = 0 ,  Т + 82 сов60° - Р с ю 60° = 0.

ТИз уравнения (1.10) определим 82: 8 2 -Р-~-~ _ <* -ИОн
совЫР

Из уравнения (1.9.) найдем 8у 81-  — (?+ б'Дло.Ю" -  I)

(1.9)

(1.10)

Витебский государственный технологический университет



Отрицательное значение В2 говорит о том, что в действительности 

стержень АП сжат.

Рассмотрим равновесие узла В (рис. 1,9). На узел В  действуют реакция Т' 

нити ВА, причем Т'=  — Т , а численно Т'= Т= Р, реакции Е} и 34 стержней ВЕ 

и ВР. Предполагаем, что стрежни ВЕ и ДР растянуты. Для полученной системы 

сходящихся сил на плоскости составим два уравнения равновесия:

2 ^ = 0 ,  Т'соя30° - 53соз30° - 54 со$30° =0, (1.11)

= 0> С05 60° -  5 4 со$ 60° - Т ’ со$ 60° = 0. (1.12)

Уравнения (1.11) и (1.12) можно представить следующим образом:

\83 + 54 = Т',
[8г - 84 = Т', отсюда следует, что 83 = Т' =120н, 84 =0.

Ответ: 5; =0, = ~120н, 53 =120н> 84 -0.

1.1.4. Задачи

№1

Витебский государственный технологический университет
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№2

№3

Задача 3.1.

Дано: Р=120н 

Определить: ^^^^КА

Задача 3.2.

Дано: Р=100н; <2=200н 

Определить: 3АВ и 8ЛС

Л у  ®
га

№4

Задача 4.1. Задача 4.2.

Дано: Р-120н Дано: Р=100н; (2=100-[3 н
Определить: 0. пК А Определить: 3АВ и 3Ас

Витебский государственный технологический университет
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№5

Задача 5.1.

Дано: Р-120н 

Определить: 2  и КА

Задача 5.2.

Дано: Р=100н; <2=200н 

Определить: 3АВ и 3Ас

И  с

№6

Задача 6.1.

Дано: Р=120н

Определить: 5ЛС, Зав, Звр и 8Ве

Задача 6.2.

Дано: Р=60н 

Определить: ЯА и 5'Вс

г>

*Лтг Ц~*

Витебский государственный технологический университет
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№7

Задача 7.1.

Дано: Р=120н

Определить: 8Лс, $ао, Звг и 8вв

Задача 7.2.

Дано: Р=60н 

Определить: Ка и 8вс

№8

Задача 8.1.

Дано: Р=120н 

Определить: б  и К а

Задача 8.2.

Дано: Р=100н; О=200н 

Определить: $лв и 8ЛС

г г 1

М  А

№9

Задача 9.1. Задача 9.2.

Дано: Р-120н Дано: Р=100н; <2-100 2н
Определить: <2ъКА Определить: 8М и 8АС

Витебский государственный технологический университет



17

Задача 11.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА> 5со, 8Се

Задача 11.2.

Дано: вес шара 60н 

Определить: НА и Щ

/ Т  [

*

3
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№12

Задача 12.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА, 8 Се , 5'со

Задача 12.2.

Дано: вес шара 6Он 

Определить: Зол и Ыв

№13

Задача 14.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА, 3СЕ, Зсо

Задача 14.2.

Дано: вес шара бОн 

Определить: Зол и

Витебский государственный технологический университет
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Задача 15.1.

Дано: Р-120н 

Определить: КА, Все, 8а>

Задача 15.2.

Дано: вес шара бОн 

Определить: Вол и Ив

ь 1 _ - ^ 1

« п з

*/

'<

№16

Задача 16.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА, Все, ВСо

Задача 16.2.

Дано: вес шара 60н 

Определить: Зав и  ВСв

а

Е - ^ р г т т ?  и
т п
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№17

Задача 17.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА, 5се, Зсо

Задача 17.2.

Дано: вес шара бОн 

Определить: Зол и 5вс

С х

* ч ( *<31
Й

V**
№18

Задача 18.1.

Дано: Р=120н 

Определить: КА, 3Се, Зсо

Задача 18.2.

Дано: вес шара бОн 

Определить: 30а и 8вс

и

№19

Задача 19.1. Задача 19.2.

Дано: Р=120н Дано: вес шара б Он

Определить: Ял> 3СЕ, 8со Определить: 80л и Звс
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Задача 20.1.

Дано: Р~120н 

Определить: КА, 3Се, 3Сп

Задача 20.2.

Дано: вес шара бОн 

Определить: Зол и 8вс

. • / М

ш  2
У / г

3

с К

№21

Задача 21.1.

Дано: Р = 1 2 0 н

Определить: 3Ас, З а в , 8 Вр  и  8 Ве

Задача 21.2.

Дано: Р = 6 0 н  

Определить: К А и 8 с о

ел

™  т

/ > / / Л

^ 3
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№22

Задача 22.1.

Дано: Р=120н

Определить: 3АС, Зло, Звг и 8Ве

Задача 22.2.

Дано: Р-бОн 

Определить: КА и Звс

3
к ?  *

/

Ь г
ъ

уу/л//.

№23

Задача 23.1.

Дано: Р=120н

Определить: 8ла 8АО, 5Вг  и 8ВЕ

Задача 23.2.

Дано: Р=60н 

Определить: Кл и 8Со

№24

Задача 24.1. Задача 24.2.

Дано: Р=120н Дано: Р=60н

Определить: 8ЛС, 8А1), 8Вр и 8ВЕ Определить: КА и 8Со
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№25

Задача 25.1.

Дано: Р=120н

Определить: 3АС, 3А0, 8ВВ и 8ВЕ

Задача 25.2.

Дано: Р=60н 

Определить: КА и 5”со

/ Т */  1/ 
ь / у .

№26

Задача 26.1.

Дано: Р=120н

Определить: 8ЛС, 8Л0, 8Вг и 3ВЕ

Задача 26.2.

Дано: Р~60н 

Определить: ЯА и 5Сд

&

\ м '

А"
71 а  ,1 ,  Л Iйп \ -  -р-
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№27

Задача 27.1.

Дано: Р=120н

Определить: 3АС, $ а о , 8 в р  и  8 Ве

Задача 27.2.

Дано: Р-бОн 

Определить: ЯА и Зса

1 ^ " \

|Р 0 Р = = & я

Г1

ЩШ1
. у Ь

1.2. Равновесие произвольной пространственной системы сил

Пример.
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Определить усилия в шести опорных стержнях, поддерживающих 

квадратную плиту ЛВСО весом ^=^00н, к которой приложена горизонтальная 

сила Р=50н. Считать, что АВ=ВС=2а, СЕ=1,5а,

Решение.

Рассмотрим равновесие плиты, на которую действует сила Р , вес С> и

реакции 8] ,82,83,84,83,86 стержней. Реакции стержней направлены в 

предположении, что все стержни работают на растяжение (рис. 1.10).

Для решения задачи необходимо составить шесть уравнений равновесия:

I X  =о> I > * (& ) = о.

2 Д , = о .  1 Х ( р*)= 0 ' ( ы з )

2 ^ = 0 .  И тг(рк)=°--

Силы 82 и 5^ приложены в начале координат, поэтому моменты этих сил 

относительно осей х, у, г  равны нулю. Для вычисления моментов сил 8, ,  34, За 

относительной осей х, у, г  необходимо эти силы разложить на составляющие и 

применить теорему Вариньона:

тх {34 ) = тх [34х)+ тх {34х) ^  тх (34г ); 

ту (3;)=т у(3/х)+ ту {31г) = ту (5,2 );

ту (3Й)=ту(86у )+ту{811г) - т у(36г ); 

т2 {34) = тг (34х)+ тг {84г) = тг (34х ); 

тх (36) = т2 (86у)+ тг (36г) = тг {36у )

Составим уравнения равновесия:

25

'̂ Р,Р]а =0, Р  + 34с о з а - 3 1сова = 0, (1-14)

- 8 6с о в а - 8 3сова = 0, (1.15)

Р̂1Ркх =0, - ^ - 8 1 вт а -  32 - З 3 в т а - 3 4 вта -  З3 - 8 6 вта = 0, (1.16)

Х т *(-^ь)= 0< 35 ■2а + 84в^па■2а + ̂ ^ а  = 0, (Ы7)

^ т у(Рк) = 0, 83’2а + ^ -а + 36 -эта-2а + 8]-вта'2а = 0, (Ы 8)

^ т г(Рк) = 0, Р-2а + 84 ■ сова-2а — Зб -сова -2а (1.19)

Витебский государственный технологический университет



Вычислим сова и в та, входящие в данные уравнения. Из рисунка (1.11)

Е)С СЕвидно, что с о в а -  , вт а = — . Из треугольника СОЕ имеем, что
ОЕ ОЕ

ОЕ=2,5а. Тогда сова=0,8. вта=0,6 (рис. 1.11).

Подставляя численные значения <2, Р, сова, вт а  и учитывая, что 83 = - 5 6

(см. 1.15), представим уравнения (1.14 — 1.19) в виде:

'3 ,-54= 62,5 ,
82 + 83 + (8 ,+ 84)-0,6 = -100,

* 5^ - 0,6 + 5^ — -~50,
53 +{8, +86)-0,б -  -50,
84 - 8б = -62,5.

Решая эту систему уравнений, получим:

3 /-  -62,5н; 32=-12,5н; 83= 62,5н; 84= -125н; 8,= 25н; 5 ( -  -62,5н. 

Отрицательные значения величин 8,, 82, 5* 5в показывают, что вектора 8, ,  

32 , 34 > 56 направлены противоположно изображенным на рисунке, т.е. 

стержни 1, 2, 4, 6 будут сжаты.

1.2.1. Задачи

Ниже представлены задачи, условия которых соответствуют примеру 

раздела 1.2. Всего 29 задач.

26

№1
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№2

27

№3

Дано:
1? *•

Р т100н, Р=50н 1 а Л ~ ---------  у Ь
' ' У

а
Определить: А

5з, Л , 5}, 5(5 ---- ^
/ у ^  __ /

№4
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№6

Дано: За А
Р-100н, Р-50н

V I -------- —X /
Определить:

а к
8/, 82, 83, 84, 8}, 8б

<
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№10

29

№11

№13

Дано: Т , л  --п
Р=100н, Р=50н

5
Определить:

51, 8 2 , 8 3 , 8 4 , 8 3 , 8 ц
у
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№14

Дано:

Р=100н, Р=50н 

Определить:

8], $2, 8з> 84, $5, $6

№15

№16

Дано:

Р-100н, Р-50н  

Определить:

8 /, 8}, $3, 84> 83, 86

№17

Дано:

Р=100н, Р=50н 

Определить:

$1> $2> $3, $4, 8 3 , $ 6
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№18

Витебский государственный технологический университет



32

№22

№23

Дано:

Р=100н, Р=50н /  За
2 а / * - --------

Определить: т -------------- /
а

>5/, $2, Зз, 84, 8;, 8б
В

№24

Дано:

Р=100н, Р=50н 

Определить:

8ь $2< *5з. $4> $5, $6
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33

Дано: к* — Д

Р-100н, Р=50н

7 1Определить: а
8/, 8 8з, 5ф, 8;, §й е

• Б 1 6 л I я т э к а •
УЛ "Вшебскага дзяржаунага  
т э х н я л а п ч и а г а  уш аерс!  тэта
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ГЛАВА 2 

Кинематика

2.1. Кинематика точки

Пример 1.

Даны уравнения движения точки в прямоугольных декартовых координа

тах:

Х  =  *2 ' (2 .1) 
у = { — 2, 0,

где х, у  — измеряются в метрах, I — в секундах. Найти траекторию точки и 

для момента времени (=1с определить положение точки на траектории, ее ско

рость и ускорение, а также касательное и нормальное ускорения и радиус кри

визны.

Решение.

Уравнения (2.1) являются уравнениями движения точки в параметрической 

форме. Для получения уравнения траектории исключим из уравнений (2.1) па

раметр Получим х = (у + 2)2, (2.2)

т.е. траекторией точки является часть параболы с горизонтальной осью и вер

шиной в точке А (рис. 2.1).

Рис. 2.1
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В момент I =1 с Х]=1 м, у= -1 м.

, Скорость точки найдем по ее проекциям на оси координат:

= Уу = 1~ (2.3)

При (=1 с получим: Ух = 2 м/с; Уу = 1 м/с. (2.3')

Тогда скорость точки в данный момент:

V = -,;У / + Уу = 5 = 2,25м /  с. (2.4)

Ускорение точки определяем по его проекциям на оси:

« , - ^ ■  = 2 ;  (2.5)

35

Ускорение точки в данный момент: а -  ^а2 + а 2у = 2 м/с? . (2.6)

Строим на чертеже (рис. 2.1) вектор скорости по его проекциям на коорди

натные оси. Вектор ускорения направлен параллельно оси X  в положительную 

сторону.

Касательное ускорение точки определим по формуле:

(/V • ах + Ту ■ а у
ат -~ Г  =   —  •Л  V

При 1-1 с, воспользовавшись значениями (2.3'), (2.4) и (2.5), получим 

аг = Щ =  1,8 м /с2 . (2.7)

Положительное значение ат показывает, что движение точки ускоренное.

Нормальное ускорение точки: а„ = -,$а2 -  а2 = 0,9 м /с 2 . (2.8)

Радиус кривизны определим из выражения р -У 2/ап.

В данный момент времени р = 5/0,9 =5,55 м.
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Пример 2.

Проволочная окружность радиуса Л вращается с постоянной угловой ско

ростью со вокруг неподвижной точки О, лежащей на той же окружности. На ок

ружность надето колечко М, которое может скользить по неподвижному 

стержню ОА. Определить скорость и ускорение колечка М  в зависимости от 

расстояния ОМ=Х (рис. 2.2).

Выберем прямоугольные декартовы 

оси так, чтобы ось х проходила через не

подвижный стержень ОА. Определим 

уравнения движения колечка в координат- 

х ной форме:

х = 2'Я сощ  у  = 0. (2.9)

Рис. 2.2

При равномерном движении окружности вокруг точки О угол ср = со1. Тогда 

уравнение движения колечка Мпримет вид: х = 2-К-сотС. (2.10)

АхОпределим скорость колечка М: Ум -  — = -2К-со-$тсо1
Л

36

Из треугольника ОСВ выразим угол ср через К и расстояние х:

х 1 ■ т тсо8 Ф( = — ; зтсо{=— -14К - х  , (2.11)
2К 2К к 1

Тогда получим искомое значение скорости:

V = - 2Ксо ■ —  у4 К 2 -  х 2 = - а - и я 2 -  х 2. (2.12)

Решение.

7//Ш
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Найдем ускорение колечка М\

^  = - 2В.Ю2 соз а>( = - 2Кю2 ----- = - 2К<о2. (2 .13)
2К

Вектора скорости и ускорения колечка М  направлены противоположно по

ложительному направлению оси х.

(х,у — в метрах, г — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=к/4 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 1.2.

Кулиса ОА вращается в вертикальной плоскости вокруг точки О так, что 

угол <р=10(.

Определить скорость и ускорение ползуна В, который

2.1.1. Задачи

перемещается прямолинейно по вертикали вместе со 

стержнем ВС на расстоянии 1=2Осм от точки О в момент, 

* когда угол (р=7г/3.
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Даны уравнения движения точки: х=2(+1; у  = -------
2? +1

(х,у — в метрах, ( — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=1/2 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии. Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 2.2.

Стержень ОА, вращаясь вокруг неподвижной точки О так, что угол <р=101, 

9 А  перемещает прямоугольный брус высотой

Задача 3.1.

Даны уравнения движения точки: х=2+3пп2г; у=4-со$2(

(х,у — в метрах, ( — в секундах),

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=п/8 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

момент, когда угол <р=к/6.

Определить скорость и ускорение бруса в
X

Н=45см.

№3
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Задача 3.2.

Стержень ОА длиной 60см, вращаясь вокруг неподвижной точки О так,

Задача 4.1.

Даны уравнения движения точки: х=соз2(; у=2-вМ  

(х,у — в метрах, (— в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=к/4 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 4.2.

Проволочная окружность радиуса К=64см вращается вокруг точки О так, 

У) что угол <р=(л/8)'(. На окружность надето колечко М,

что угол <р=10(, передвигает по горизонталь

ной плоскости призму В СО, ребро ВС кото

рой вертикально.

Определить скорость и ускорение приз

мы в момент, когда угол <р=л:/3.

№4

А х

которое может скользить по неподвижному стержню 

ОА.

Определить скорость и ускорение колечка М  в 

момент времени г -2с.
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Задача 5.1.

Даны уравнения движения точки: х=3{; у=3+2-зт(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=ж/6 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 5.2.

Окружность радиуса К=60см перемещается в своей плоскости поступа

тельно параллельно оси Оу, передвигая колечки 

М] и М2 по неподвижному стержню АВ так, что

Н-15( см.

Определить скорость и ускорение колечка 

М) в момент, когда Н-ЗОсм.

№6

Задача 6.1.

Даны уравнения движения точки: х=2-со&4и у -2  — зт4{

(х,у — в метрах, г — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени г-п/16 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории.

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

40
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Задача 6.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  По

неподвижной прямой ВС, отстоящей от

Задача 7.1.

Даны уравнения движения точки: х=зт22г; у=2сои21 

(х,у — в метрах, 1 — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени Х-к/4 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 7.2.

Кулиса ОА вращается в вертикальной плоскости вокруг точки О так, что

1 5  точки О на расстоянии И=60см так, что 

угол <р-12(.

Определить скорость и ускорение ко

лечка М  в момент, когда угол <р=п/6.

Ш1

д сте со стержнем ВС на расстоянии 1=81см от точки О, в 

момент, когда (=1с.

угол <р={ж/6) •I.

Определить скорость и ускорение ползуна В, ко

торый перемещается прямолинейно по вертикали вме-
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Задача8.1.

Даны уравнения движения точки: х=2-соз4(; у=2 — зт4(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=ж/16 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 8.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  по

неподвижной прямой ВС, отстоящей от

точки О на расстоянии к=60см, так, что 

угол <р=12(.

Определить скорость и ускорение ко

лечка М  в момент, когда угол <р=п/6.

№9

Задача 9.1.

Даны уравнения движения точки: х=3(; у=т2г 

(х,у —  в метрах, ? — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=(3/4)-я с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории.

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.
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Задана 9.2.

Охружность радиуса К=80см перемещается в своей плоскости поступа

тельно параллельно оси Оу, передвигая колечки 

М] и М2 по неподвижному стержню АВ так, что 

к=2(Х см.

Определить скорость и ускорение колечка 

М2 в момент, когда (=2с.

то
Задача 10.1.

Даны уравнения движения точки: х=4+2-лп2(; у~4 соз2{

{х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=л/8 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 10.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  по 

?д неподвижной прямой ВС, отстоящей от

точки О на расстоянии к=60см так, что угол 

<р=(п/б)-1

Определить скорость и ускорение ко

лечка М  в момент, когда 1=2с.
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Задача 11.1.

Даны уравнения движения точки: х=3'((—2 ); у=2-(1—2)2 

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=1 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии. Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

№11

Задача 11.2.

Кулиса ОА вращается в вертикальной плоскости вокруг точки О так, что 

угол <р-101

Определить скорость и ускорение ползуна В, 

который перемещается прямолинейно по вертикали 

вместе со стержнем ВС на расстоянии 1-20см от 

точки О, в момент, когда угол (р=п/4.

№12

Задача 12.1.

Даны уравнения движения точки: х-1+2; у = -----
1 + 2

(х,у — в метрах, 1 — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

. 2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии. Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.
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Задача 12.2.

Стержень ОА, вращаясь вокруг неподвижной точки О так, что угол <р=Ю(}

Задача 13.1.

Даны уравнения движения точки: х=3(; у=4+3-со$21 

(х,у — в метрах, {— в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=(2/3)-п с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Дня заданного момента времени указать положение точки на траектории.

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 13.2.

Стержень ОА длиной 60см, вращаясь вокруг неподвижной точки О так,

« А перемещает прямоугольный брус высотой

Н=20см.

Определить скорость и ускорение бруса 

в момент, когда угол (р=п/4.

№13

что угол <р=10г, передвигает по горизонтальной 

плоскости призму ВСД ребро ВС которой вер

тикально.

Определить скорость и ускорение призмы 

в момент, когда угол <р=п/4.
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Задача 14.1.

Даны уравнения движения точки: х-со$2(; у=1+со$221 

(х,у — в метрах, г — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=ж/4 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 14.2.

Проволочная окружность радиуса К=10см вращается вокруг точки О так, 

что угол <р=(к/6)-1. На окружность надето колечко М, 

которое может скользить по неподвижному стержню 

ОА.

Определить скорость и ускорение колечка М  в

момент времени (~2с.

№15 

Задача 15.1.

Даны уравнения движения точки: х=3(; у=-3-$т2(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=к/6 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

№14
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Задача 15.2.

Окружность радиуса К=80см перемещается в своей плоскости поступа-

Задача 16.1.

Даны уравнения движения точки: х=2—3-сов21; у=4 ■ш 2 (

(х,у — в метрах, 1 — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени {=ж/8 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 16.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  по

неподвижной прямой ВС, отстоящей от 

точки О на расстоянии Н=60см так, что угол

тельно параллельно оси Оу, передвигая колечки 

М1 и Мг по неподвижному стержню АВ так, что 

1г=20(.

х Определить скорость и ускорение колечка 

М2 в момент, когда к -4 0 -, 2 см.

№16

<р=101

Определить скорость и ускорение ко

лечка М  в момент, когда <р=п/4.
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Задача 17.1.

Даны уравнения движения точки: х=2-со$Г; у=3+со$3(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее иа чертеже.

2. Для момента времени 1=ж/2 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии. Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

№17

Задача 17.2.

Кулиса ОА вращается в вертикальной плоскости вокруг точки О так, что 

угол <р=(к/6)-г.

Определить скорость и ускорение ползуна В, кото

рый перемещается прямолинейно по вертикали вместе 

^  со стержнем ВС на расстоянии 1-45см от точки О, в мо

мент Х-2с.

№18

Задача 18.1.

Даны уравнения движения точки: х=
21 + 1

; у-21+1

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=1/2 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии. Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.
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Задача 18.2.

Стержень ОА, вращаясь вокруг неподвижной точки О так, что угол

Задача 19.1.

Даны уравнения движения точки: х=2+со$2(; у=4с 

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=(3/8)-ж с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 19.2.
У * Стержень ОА длиной 100см, вращаясь во-

А  <р—(ж1бу\, перемещает прямоугольный брус

высотой к=45см.

■* Определить скорость и ускорение бру-

са в момент 1=2с.

№19

круг неподвижной точки О так, что угол 

<р={ж/6)4, передвигает по горизонтальной плос-
х
*" кости призму ВСБ, ребро ВС которой верти

кально.

Определить скорость и ускорение призмы в момент (=1с.
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Задача 20.1.

Даны уравнения движения точки: х=зт31; у~2+1т23(

(х,у — в метрах, ( — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 20.2.

Проволочная окружность радиуса К=10см вращается вокруг точки О так, 

что угол <р=(. На окружность надето колечко М, кото

рое может скользить по неподвижному стержню О А. 

Определить скорость и ускорение колечка М  в 

^ х момент времени 1=п/6 с.

№20

№21

Задача 21.1.

Даны уравнения движения точки: х=2+$т31; у=3(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=я/б с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.
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Задача 21.2.

Окружность радиуса К=80см перемещается в своей плоскости поступа- 

V тельно параллельно оси Оу, передвигая колечки

М1 и М2 по неподвижному стержню АВ так, что 

Н=20(.

* Определить скорость и ускорение колечка 

М2 в момент, когда (= 2-12 с.

№22

Задача 22.1.

Даны уравнения движения точки: х=3—4'$т2{; у=2 -соз2(

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени (=к/8 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 22.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  по

неподвижной прямой ВС, отстоящей от

   ̂ С точки О на расстоянии И=81см так, что

угол (р=(п/6)-1

Определить скорость и ускорение ко

лечка М  в момент, когда (=1с.
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, Задача 23.1.

Даны уравнения движения точки: х=$т(л/2)Т; у=сов2{л/2)Т 

(х,у —  в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3, Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

№23

Задача 23.2.

Кулиса ОА вращается в вертикальной плоскости вокруг точки О так, что 

угол (р=121

Определить скорость и ускорение ползуна В, ко

торый перемещается прямолинейно по вертикали 

д. вместе со стержнем ВС на расстоянии 1=20см от точ

ки О, в момент, когда угол <р=л/6.

№24

Задача 24.1.

2
Даны уравнения движения точки: х=31+1; -

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траекто

рии, Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.
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Задача 24.2.

Стержень ОА, вращаясь вокруг неподвижной точки О так, что угол <р=10(, 

V А перемещает прямоугольный брус высотой

к=20см.

Определить скорость и ускорение бруса

в момент, когда угол <р -п/3.

№25

Задача 25.1.

Даны уравнения движения точки: х=2-соз2(я/2)-1; у=2-зт(п/2)-1 

(х,у — в метрах, I — в секундах),

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 25.2.

Проволочная окружность радиуса К=10см вращается вокруг точки О так, 

что угол <р=(я/6)-(. На окружность надето колечко М, 

которое может скользить по неподвижному стержню 

ОА.

Определить скорость и ускорение колечка М  в 

момент времени (=1с.
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№26

Даны уравнения движения точки: х= - —- / у =21+2
{ +1

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

Задана 26.1.

2. Для момента времени 1=0 с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

Задача 26.2.

Окружность радиуса К=80см перемещается в своей плоскости поступа-

Задача 27.1.

Даны уравнения движения точки: х=3—2-вт41; у=со$4г 

(х,у — в метрах, I — в секундах).

1. Найти уравнение траектории точки и построить ее на чертеже.

2. Для момента времени 1=(3/16)-ж с определить:

а) скорость и ускорение точки,

б) касательное, нормальное ускорения и радиус кривизны траектории.

3. Для заданного момента времени указать положение точки на траектории. 

Построить (по проекциям) скорость и ускорение точки.

тельно параллельно оси Оу, передвигая колечки 

М] и М2 по неподвижному стержню АВ так, что 

к=20(см.

Определить скорость и ускорение колечка 

М2 в момент, когда к=40 Зсм.

№27
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Задача 27.2.

Стержень ОА, вращающийся вокруг точки О, передвигает колечко М  по

4 неподвижной прямой ВС, отстоящей от

2.2. Плоскопараллельное движение твердого тела 

Пример.

Кривошип ОА длины 20см вращается равномерно с угловой скоростью 

0 с ‘ и  приводит в движение шатун АВ длины 100см. Ползун В движется по 

Горизонтали. Найти угловую скорость шатуна АВ, скорости точек В и С 

(А с-вс ), ускорение ползуна В, точки С и угловое ускорение шатуна в заданном 

ПОДОжении механизма (рис. 2.3).

й С точки О на расстоянии к=60см так, что 

угол (р—101.

Определить скорость и ускорение 

колечка М  в момент, когда <р =п/3.
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Решение.

1. Определение скоростей точек и угловой скорости шатуна (рис.2.3). 

Кривошип ОА совершает вращательное движение. Поэтому скорость точки 

А равна

Скорость ^  точки А перпендикулярна кривошипу ОА и направлена в сто

рону вращения кривошипа. Шатун АВ совершает плоскопараллельное движе

ние. Скорость Ув ползуна В направлена по горизонтали влево. Мгновенный 

центр скоростей Р шатуна АВ находится в точке пересечения перпендикуляров, 

проведенных из точек А и В к их скоростям.

у .
Угловая скорость шатуна АВ: аАВ = — ,

АР

Так как треугольник АВР — равнобедренный и прямоугольный,

АР=АВ=100 см=1м и а>лв=2/1=2с1. (2.15)

Скорость точки В  определим по теореме о равенстве проекций скоростей 

точек А я В я а  ось, проходящую через эти точки:

Уа = Ув -00545°, откуда Уц = УА/ сов45°=2,84м/с. (2.16)

Проверить правильность определения скорости точки В можно из соотно

ся У В и  I/ БРшения: —е- тогда Ув = У, — .
АР ВР В А АР

Из треугольника АВР имеем, что ВР=АВ-’2 =2-12 м. Получаем, что

Vа =ОА-Юоа -200 см/с =2 м/с (2.14)

Ув = 2 - ~ — = 2,84м/с.
2

Скорость точки С можно определить по формуле: Ус =о>ав ' СР.

Из треугольника АСР имеем, что СР=~ЫСг+АР* =1,12 м. 

Тогда Ус =1,12-2=2,24м/с.

Вектор Ус скорости точки С перпендикулярен отрезку СР.

(2.17)

2. Определение ускорений точек и углового ускорения шатуна (рис. 2.4). 

Ускорение точки А во вращательном движении кривошипа равно

Витебский государственный технологический университет



57

аА=аиА+атА. (2 .18)

Так как кривошип вращается равномерно, то ПА =0 и аА -а"А. Численно

Ускорение йА точки А направлено вдоль ОА к центру О, Примем точку А 

|ц полюс, тогда по теореме об ускорениях точек плоской фигуры имеем

Нормальное ускорение точки В при вращении шатуна вокруг полюса А:

Вектор 3ВА направлен вдоль шатуна от В к полюсу А.

Для векторов йв и йтВА известны только их линии действия. Ускорение 

точки В направим вдоль горизонтальной направляющей ползуна, ускорение аВА 

направим перпендикулярно йВА. Проведем оси X  и У как показано на рис.2.4 и 

спроектируем векторное равенство (2.20) на эти оси:

аА -а)0Л-ОА= 20м /с 2, (2.19)

(2.20)

аВА ~ ®АВ‘ А В -4 м /с 2, (2 .21)

'2
Из уравнения (2.23) имеем: аВА =аА - а в ■ = 16м/с2.

Положительные значения величин Ов и С1ВЛ показывают, что направления

векторов ав и а ВА соответствуют их истинным направлениям.

Т

Угловое ускорение шатуна еАВ=~А  = /
АВ

Аналогичным образом определим ускорение точки С:

4: ~®А +&СА + С̂А' (2.24)

Численно

аСА = 0АВ‘А С= 2м /с2,
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Направления векторов “с* и показаны на рис. 2.4. Векторное равенст

во (2,24) спроектируем на оси х и у; 

а с х - ^ А - ^ м /с 2* 

аС у-аА ~аСА~^^М/'с2-

Окончательно, ускорение точки С: ас = -а^+а^у =12,16м/с2.

@са~^ав’ АС—8м/с .

2.2.1. Задачи

№1

Еоа^ Л с*'

ОА=40см 

АС=20-/з см 

Ув~? Ус-? а в-? ас-? соав-? &ав-?
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№4

Дано:

о)оа- у/2 ‘/с 

*оа=2 

()А-40см 

АС=40-^2 см

А В = 8 0 Л  СМ

Уц-7 Ус-7 Ов~? ас~? ®АВ -7 еАВ-7

№5

Дано:

<■ооа=2 ‘/с 

Кол-4 ‘/с2 
ОА=20см 

А 0 2 0 л/2 см 

О К-40см

У ц '7  У с - 7  а ц -7  а-с-7 соав- 7  Еа в - 7
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№6

Дано: 

азол=1 ‘'/с 

ёОА=^ 3 1/с2 
О А-20см  

АС=20см 

АВ=40см

Уд-? Ус-? Яд-? Яс~? СОЛВ'? Ба з -?

№7

№ 8

Дано: 

сооА= 3 1/с 

80А=З^Ъ‘/С2 

ОА=20см 

АС=20см 

АВ=40см

Уд-? Ус-? Яд-? ас-? С0лв~? бав~?

90°

®ОА В оа
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61

Дано:

(00а= ;2 ’/с 

с0а= 2 '/с2 

ОА-40см  

АС=40-!2 см 

АВ=80- 2 см 

У/г? Ус~2 ав-? Ос-? <Оав~? Сав~?

№10

Дано:

II1

п Ч ___________________

еОА = '/з" ]/с2
Фоа 9й\\

ОА~20см Г  Боа \
|

АС=20см А ’— ----, бОУ'I
АВ=40см ь яне

Ун-? Ус-? ав-? ас-? 0Ав-? &ав-?

№11

Дано: .

Фол ~2 7 з  '/с
П в

С 0А =б4з‘/с2 /зо°\

ОА~20л/з см
Ш  У  90у1

. 7А С -20см

АВ=40см

Ун-? Ус-? ав~? ас-?  соав-? Сам-?
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№12

№13

Дано:

а)0А=4с’
_2

&ОА 1 6  С

ОА=Юсм

АС=20см

АВ=40см

Ув-? Ус-? ав -? ас-? о> ав-?  ^ а в - ?

№14

Дано:

1
II «
Г

е0А=3^3!/с2

ОА=З.Осм уГ 90°(1

АС=30̂ Ъ см 0\М°° /  с '

Еоа у '
АВ=604з см о>о а ™ Д

У в-? Ус-? ав~? ас-? а>Ав~? &ав-?
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63

Дано:

1 11 о(
/////

$  В
|.,о/)=3 -ч/з с 2

А С
ОА=20см

АС=30см

АВ~бОсм Вол | Г \ . О
ЮОА ф

1/1-3 Ус-3 ав-? ас-? Щав~? еАВ-?

№16

Дано: со0а ц

(Ооа~24ъ с 1
Вол к 3 ъ

соа-4-Д с2 

ОА=ЮЗз см

А с А Г \

АС=30см
тС

АВ~бОсм

Уц-3 Ус-? ав-? ас-? со^в-? ё л в ~ ? Вттт
-

№17

Д ан о :
с \

(0 ,и =  2 с 1

г,рлж2 -1 ъ  с 2

( ) А ~ А С =  А В = 2 0 с м

е ° А N.

/ х ° °  \ ~ -

О т / .  А зт  В
У )/ '?  Ус~? ав-? ас-? С 0ав-? & а в-?
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№18

Дано:

Ок>л= З с ‘ 

ео л^З -Л с2 

ОА=20см 

АС=10-/2 см 

Ув~? Ус~? Ов~? аС~? ®АВ-? еАВ'?

№19

Дано:

004= \  2 с 1 

8 0 А = 1 с 2

ОА-20см 

АС=20 2 см 

АВ=40,2см

,-? Ус-? ав-? ас-? соав-? сав~?

№20

Дано:

<Воа= Зс ‘
А\ ^

еоа=4 1  с 2

ОА=Юсм о>оа ' \

АС-5-[З см 60° \ °  В

Ув-? Ус-? ав-? ас-? соав-? елв-? уА/уМ/.
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Дано;

<Х>ОА= 2 с '  

е о а =4 с 2 

О А-20см  

А С=20-/2 см 

ОК=40см

Ун-? Ус -? ав-? ас-?  соАв~? Елв-?

№22
Дано:

С0ОА= 3 С1 

еоа=З л/3 с2 

ОА=20см  

АС=20см  

АВ=40см

У н -?  У с - ?  а в -?  а с -?  (оАВ -?  еАВ -?

'//////л

№23

Дано:

«>ОА~ 2 с 1 

<ки=у/3с2 

ОА =2 Осм 

АС** 20см 

АВ**40см

У н -?  У с -? а в -? а с -? а>лв-?  еАВ-?
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№24

№25

Дано: 

о>ол~ 4 с'1 

еОА= 1 6 с 2 

ОА=10см 

АС~20см  

АВ=40см

Ув~? Ус-? ад-? ас-? (оАв~? ^ав~?

№26

Дано: ]

1 1!

ш  ]
ЁОА-З'/З С2 / 5 в

/ б° л  1
ОА=ЗОсм С

/  \ \ 
'  Р0</| I

1 ]АС=304ъсм
(& бо° ~ /

АВ=-604ъ с м а>ол 4
Ув~? Ус-? ав-? ас-? а>Ав-? еАв-?
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67

Дано:

(0 0 4 = 3  с ’  

г.оа= з Л с 2

| Ш И.

|У з ( & ,  

/ т с

•*Т7777 В

ОА=20см А !
°ч  !

АС-ЗОсм

АВ—бОсм

1
/ Ч ^  I

1 / \ ^ б 0 °  
<°ОА у  0

е°л я ?У в -?  У с - ?  а в - ?  ас-? (Оав-?  с а в -?

Д«но:

<0<мш2 с 1
с \

#оа Ш12 л/з" с 2

ОА 20см

АСш20см а° л \ /  *6ол \ .

АВш20см ______
Уцт? Ус-? ав-? ас-? й>лв-? & ав-? 777ГГ В
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№30

2.3. Сложное движение точки 

Пример 1.

На проволочной окружности радиуса 10см надето колечко М\ через него 

проходит стержень ОА, который равномерно вращается вокруг точки О, лежа

щей на той же окружности; угловая скорость стержня такова, что он поворачи

вается на прямой угол в 5с. Определить абсолютные, переносные и относитель

ные скорости и ускорения колечка М  при 1=5 с (рис.2.5).
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Решение.

\М
■—......*■ метр проволочной окружности, направ-

А х
ление оси .V показано на рис.2.5. Колеч- 

У‘ ко М  совершает сложное движение, ко-

Рассмотрим произвольное положе

ние стержня ОА, образующего угол <р с 

вертикалью. Ось х  проведем через диа-

торое разлагаем на относительное и пе

реносное. Относительным, движениемРис.2.7
«шляется прямолинейное движение колечка М  вдоль стержня ОА, переносным 

-  вращение стержня ОА вокруг оси О с угловой скоростью со. Абсолютное 

движение — движение колечка по неподвижной проволочной окружности. 

Абсолютная скорость колечка М  определяется геометрической суммой пе-

щения стержня, а численно Уг“ОМ- со.

Значение ОМ найдем из равнобедренного треугольника ОСМ: 

()М~2К-5т<р. Тогда У,=2Кф  ш<р.

Вектор 7Г относительной скорости направлен вдоль стержня ОА, вектор 7т 

абсолютной скорости колечка направлен по касательной к о!фужности радиуса 

Н. Из векторного равенства (2.25) следует, что вектор Ум является диагональю

Ивраллелограмма, построенного на векторах Уг и Уе как на сторонах. В дан

ной Задаче вектора УТ и Уе взаимно перпендикулярны. Тогда из полученного 

Прямоугольника получаем, что абсолютная скорость колечка М

роносной и относительной скоростей: Ут=Уе+Уг - (2.25)

Переносная скорость У, направлена перпендикулярно ОМ в сторону вра-

(2.26)

а относительная скорость колечка Уг -  Ут совср= 2Ксосоз<р. (2.27)
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Абсолютное ускорение колечка М  равно геометрической сумме относи

тельного, переносного и кориолисова ускорений ат =йг +йг +йк

Учитывая, что траекторией колечка в абсолютном движении является ок

ружность, представим абсолютное ускорение колечка М  в виде: йт- а ” +агт.

Вектор 3” направлен по радиусу МС к центру окружности (рис. 2.6).

Модуль переносного нормального ускорения а" =а>2 ■ ОМ~2Ка>2 з1щ>. (2.30)

Вектор а" направлен по стержню к оси вращения О. Переносное касатель

ное ускорение равно нулю, т.к. стержень вращается равномерно.

Ускорение Кориолиса определяется векторным выражением 

ак = 2 (а е х % ).

Поскольку вращение стержня ОА происходит в плоскости рисунка, то для 

определения направления ускорения Кориолиса достаточно повернуть вектор

Уг относительной скорости на 90° в сторону вращения стержня. Направление 

йк указано на рис. 2.6. Модуль ускорения Кориолиса

ак —2сое ■ уг $гп9(.7 = 4Ксо2 сощ  (2.31)

Модули векторов Я* и а? неизвестны, вектор йхт направлен по касатель

ной к окружности радиуса Д, й\ (относительное ускорение) направлено вдоль 

стержня. Относительное нормальное ускорение а" равно нулю, так как в отно

сительном движении колечко движется по прямой (р=<ю).

Спроектируем векторное равенство (2.28') на оси х/ и у7:

или в развернутом виде йт =3” +Я^ +&" +Яге +йк. (2.28)

Тогда равенство (2.28) приметвид: а^+а* =а" +а* + а” +йТе +йк. (2.28')

V2 2
Модуль абсолютного нормального ускорения а” = ~ =  4Ясо . (2.29)

К

(2.32)

(2.33)

Из уравнения (2.32) определим относительное ускорение:
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аг = -2Ка>2 $т/р. (2^)

Отрицательное значение относительного ускорения говорит о том, что в 

действительности вектор йг направлен противоположно указанному на рис. 2.6. 

Из уравнения 2.33 найдем значение абсолютного касательного ускорения: 

аТт - ~2Ясо2 ■$т<р'СОз<р-2К®2 -ып<р-со$<р+4В.со2 ■8т<р-созр=0.

Отсюда следует, что движение колечка М по  окружности равномерное. 

Абсолютное ускорение колечка ат=с%п=4Ка>2, (2,35)

В частном случае, при ( =5с, стержень ОА занимает горизонтальное поло

жение (рис 2.7). Так как вращение стержня равномерное, то угловая скорость &

определится из формулы со= ~ .

Из условия следует, что за 5с стержень поворачивается на прямой угол. 

Я ]Тогда со = — с , Относительная скорость при ( =5с Уг =0.

Абсолютная скорость численно равна переносной, т.е. Уп = У„ <= 2Ка>. 

Переносное нормальное ускорение при I =5с сГе ~2Яа?.

Относительное ускорение аг =-2Ксо2, где направление вектора

я, противоположно положительному направлению оси * (рис. 2.7),

Ускорение Кориолиса в данный момент ак-0. Векторное равенство (2.28) 

для данного момента времени имеет вид: ат = а” « аг +а”.

Абсолютное ускорение колечка ат=4Ка/2,

Пример 2.

Окружность радиуса К вращается с постоянной угловой скоростью со во

круг неподвижной точки О, лежащей на окружности. Окружность и неподвиж

ный стержень ОА соединены подвижным колечком М. Определить абсолютные, 

относительные и переносные скорости и ускорения колечка М, когда угол

СОМ=30°, Я=10см, ф =2с1 (рис. 2.8).
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Решение.

Колечко М  совершает сложное движение, которое разлагаем на относи

тельное и переносное. Относительным движением является движение колечка 

по окружности радиуса К, переносным — вращение окружности вокруг оси О 

с угловой скоростью со. Абсолютным является движение колечка по неподвиж

ному стержню ОА.

Абсолютная скорость колечка определяется геометрической суммой пере

носной и относительной скоростей: Ут=Уе+К ■ (2.36)

Переносная скорость Уе направлена перпендикулярно ОМ в сторону вра

щения окружности, а численно Уе= ОМ- со.

Значение ОМ найдем из равнобедренного треугольника ОСМ:

ОМ = 2-ОС-сохЗО° = Я -,!3. Тогда Уе= со -Я -Гз =20-Гз см/с. (2.37)

Вектор Уг относительной скорости направлен по касательной к окружно

сти, вектор Ут абсолютной скорости колечка — по стержню ОА. Из векторного 

равенства (2.36) следует, что вектор Ут является диагональю параллелограмма, 

построенного на векторах Уг и Уе как на сторонах. Рассмотрев треугольник 

МКЬ данного параллелограмма, найдем значение относительной и абсолютной 

скоростей:

Ут= Уе ■ ^30°=20см/с; (2.38)
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V ,-  Уе/со$30°-40см/с. (2.39)

Абсолютное ускорение колечка равно геометрической сумме относитель

ного, переносного и кориолисова ускорений йт = йг + а е + ак или в развернутом

Относительное нормальное ускорение численно определяется равенством

Вектор п" направлен по радиусу окружности к центру С (рис. 2.9).

Численно относительное касательное ускорение по данным задачи не оп

ределяется, вектор й1 перпендикулярен вектору а ”.

Переносное нормальное ускорение численно равно
а1 = ю2 ОМ = 40\[3 см /с2 .

Вектор йпе направлен от точки М  к оси переносного вращения, т.е. к точке 

О. Переносное касательное ускорение равно нулю, т.к. окружность вращается 

равномерно.

Ускорение Кориолиса определяется векторным выражением йк = 2{&г хУг)

Поскольку вращение окружности проискодит в плоскости рисунка, то для 

определения направления ускорения Кориолиса достаточно вектор Уг относи

тельной скорости повернуть на 900 в сторону вращения окружности. Направле

ние ускорения Кориолиса указано на рис.2.9. Модуль ускорения Кориолиса '

Так как вектора а" и й к равны по модулю и противоположны по направ

лению, то аПу+ак =0.

Окончательно равенство (2,40) примет вид:

Вектор ат направлен по стержню ОА. Спроектировав векторное равенство

(2.41) на ось у, получим, что агг = 0. Абсолютное ускорение численно равно

виде ат = а ? + а Тг +г% + аТе +ак . (2.40)

V2 ■>а"-  -160см/с . 
г К

ак =2а)еУг -зт90‘ = 160см!с2.

(2.41)

ат =сГе -40:3см /с2. (2.42)
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Направление вектора абсолютно ускорения совпадает с направлением век

тора Я".

2.3.1. Задачи

№1

Стержень АВ, соединенный шарнирно в точке А с ползуном, приводит во

вращение вокруг точки О круглый обруч ра

диуса К=30см, Определить угловую скорость 

и угловое ускорение обруча в момент, когда 

угол <р=60°, а скорость и ускорение стержня 

равны УАв=60см/с, алв=40'13 см/с2.

№

Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

обручу радиуса К=20см, вращая стержень ОА вокруг точки 

О. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

стержня в момент, когда угол ср=60°, а скорость колечка М  

равна 120см/с.

№3

Колечко М  движется по неподьижному 

стержню ОА, имея в данный момент скорость 

/ )  У=бОсм/с и ускорение а=120-43 см/с2, и приводит 

во вращение вокруг точки О круглый обруч ра

диуса К~ 30см. Определить угловую скорость и 

угловое ускорение обруча в момент, когда угол <р=--30°.
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Вертикальный стержень АВ, расположенный на расстоянии 

Н=10,3см  от точки О и соединенный в точке А шарнирно с 

ползуном, вызывает вращение круглого обруча радиусом 

К=20см вокруг точки О. Определить угловую скорость и угло

вое ускорение обруча в момент, когда <р=60°, а скорость и уско

рение стержня равны: УАВ=40~:3 см/с, аАВ=720см/с\

№5

Круглый обруч радиуса В=10см, вращаясь вокруг точки О, перемещает по 

м $ неподвижному стержню АВ, расположенному на рас- 

стоянии И=15см от точки О, колечко М. Определить 

абсолютную и относительную скорость и ускорение 

колечка М  в момент, когда ОС1АВ, если угловая ско

рость обруча постоянна и равна 3 7̂с.

№6

Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

круглому обручу радиуса К-10см, вращая стержень ОА 

вокруг точки О. Определить угловую скорость и угловое 

ускорение стержня в момент, когда угол (р=60°, 

ОС=Ю Зсм, Скорость колечкаМ равна У=80см/с.

№7

Стержень АВ, соединенный шарнирно в точке А с ползуном, приводит во 

вращение вокруг точки О круглый обруч радиуса 

8.=10см. Определить угловую скорость и угловое 

ускорение обруча в момент, когда угол <р=60а, а 

скорость и ускорение стержня равны: УАВ= 

=20 3 см/с, (Хав=360см/с2.
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Колечко М  движется равномерно по неподвижному круг

лому обручу радиуса К=10см, вращая стержень ОА вокруг 

точки О. Определить угловое ускорение стержня в момент, 

когда угол ср=60°, а скорость колечка Мравна 100см/с.

№8

№9

Колечко М  движется по неподвижному стержню ОА, имея в данный мо

мент скорость У=60 /2 см/с и ускорение 

а=180-!2 см/с2, и приводит во вращение вокруг

точки О круглый обруч радиуса К=20см. Опре
ла Я

делить угловую скорость и угловое ускорение 

обруча в момент, когда угол ср=45°.

№10

Круглый обруч радиуса К=10см, вращаясь равномерно 

вокруг точки О с угловой скоростью со=2с1 вызывает по

ступательное прямолинейное перемещение стержня АВ, 

расположенного на расстоянии Н=45см от точки О. Опре

делить абсолютную, переносную и относительную скоро

сти и ускорения шарнира Л в момент, когда угол <р=90А.

№11

Колечко М  движется по неподвижному стержню 

АВ, расположенному на расстоянии к=10-/3 см от точки 

О, имея в данный момент скорость У= 30-/3 см/с и ус

корение а=45см/с2, и приводит во вращение вокруг 

точки О круглый обруч радиуса К=20см. Определить 

угловую скорость и угловое ускорение обруча в момент, когда угол <р-60°.
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Стержень АО, вращаясь с постоянной угловой ско

ростью <у=1 ‘/с вокруг точки О, перемещает по непод

вижному 1фуглому обручу радиуса К=30см колечко М. 

Определить абсолютную, переносную и относительную 

скорости и ускорения колечка М  в момент, когда угол 

(р=бО°, ОС—10-13 см,

№13

Стержень АВ, соединенный шарнирно в точке А с ползуном, движется рав

номерно и приводит во вращение вокруг точки 

О круглый обруч радиуса К = 30см. Определить 

2  угловую скорость и угловое ускорение обруча в 

момент, когда угол <р=45°, а скорость стержня 

равна УАВ=30см/с.

№14

Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

круглому обручу радиуса К=20см, вращая стержень ОА 

вокруг точки О. Определить угловую скорость и угловое 

ускорение стержня в момент, когда угол <р=45й, а ско

рость колечка М  равна 120см/с.

№15

Колечко М  движется по неподвижному стержню О А, имея в данный мо

мент скорость У=40 3 см/с и ускорение 

а=80 3 см/с2, и приводит во вращение вокруг 

точки О круглый обруч радиуса К=20см. Опре

делить угловую скорость и угловое ускорение 

ебруча в момент, когда угол д>=30°.
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Вертикальный стержень АВ, расположенный на рас

стоянии к-10см  от точки О и соединенный в точке А шар

нирно с ползуном, вызывает вращение круглого обруча ра

диусом К-20см  вокруг точки О, Определить угловую ско

рость и угловое ускорение обруча в момент, когда <р=60°, а 

скорость и ускорение стержня равны: УАв=60см/с,

аАв~60ч2 см/с2.

№16

№17

Колечко М  движется по неподвижному стержню АВ, 

расположенному на расстоянии к=10см от точки О, имея в 

данный момент скорость У=50см/с и ускорение а=0 и при

водит во вращение вокруг точки О круглый обруч радиуса 

К-10см, Определить угловую скорость и угловое ускорение 

обруча в момент, когда ОСАЛВ.

№18

Колечко М  движется равномерно по неподвижному обручу радиуса 

К=10см, вращая стержень ОА вокруг точки О. Опре- 

IМ делить угловую скорость и угловое ускорение

стержня в момент, когда угол <р=60°, ОС -  10-1 Зсм, 

а скорость колечка М  равна У=40см/с.

№19

й м  Я» Стержень АВ, соединенный шарнирно в точке А

& с ползуном, приводит во вращение вокруг точки О 

круглый обруч радиуса К=10см. Определить угловую 

скорость и угловое ускорение обруча в момент, когда 

угол <р=60°, а скорость и ускорение стержня равны 

УАв~20-у:3 с м / с ,  аАв=280см/с2.
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Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

круглому обручу радиуса К=10см, вращая стержень ОА во

круг точки О. Определить угловую скорость и угловое ус

корение стержня в момент, когда угол <р=45°, а скорость 

колечка М  7=100см/с.

№21

Колечко М  движется по неподвижному стержню ОА, имея в дяиний мо

мент скорость V—60 ; 2 см/с и ускорение 

а=120 2 см/с2, и приводит во вращение вокруг точки 

О круглый обруч радиуса К—30см. Определить утло- 

А ВУЮ скорость и угловое ускорение обруча в момент, 

когда угол (р=45°.

№22

Вертикальный стержень АВ, расположенный на рас

стоянии И=40см от точки О и соединенный в точке А шар

нирно с ползуном, вызывает вращение круглого обруча ра

диусом К=40см вокруг точки О. Определить угловую ско

рость и угловое ускорение обруча в момент, когда <р=90°, а 

скорость и ускорение стержня равны: 7АВ=200см/с, аАВ=0.

№23

Колечко М  движется по неподвижному стержню 

АВ, расположенному на расстоянии к= 10-3см  от точ

ки О, имея в данный момент скорость 7=20-3 см/с и 

ускорение а=60см/с2. Колечко приводит во вращение 

вокруг точки О круглый обруч радиуса К=20см. Опре

делить угловую скорость и угловое ускорение обруча в момент, когда угол

<р 60°.

№20
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ц Колечко М  движется равномерно по неподвижному

1фуглому обручу радиуса Я=15см, вращая стержень ОА 

вокруг точки О. Определить угловую скорость и угловое 

^  ускорение стержня в момент, когда угол ср=60°, 

ОС-5 5 см, скорость колечка М  равна У=60см/с.

№25

Стержень АВ, соединенный шарнирно в точке А с ползуном, приводит во

вращение вокруг точки О круглый обруч ра

диуса К=10см. Определить угловую скорость и 

угловое ускорение обруча в момент, когда угол 

<р=6(Р, а скорость и ускорение стержня равны: 

УАв~30см/с, аЛв-30-!з см/с2.

№24

№26

Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

круглому обручу радиуса К=10см, вращая стержень ОА 

вокруг точки О, Определить угловую скорость и угловое 

ускорение стержня в момент, когда угол <р-60°, а ско

рость колечка равна У=40см/с.

№27

Колечко М  движется по неподвижному стерж

ню ОА, имея в данный момент скорость 

У=60-[3 см/с и ускорение а=180см/с2, и приводит во 

т» вращение вокруг точки О круглый обруч радиуса 

К=20см. Определить угловую скорость и угловое

ускорение обруча в момент, когда угол <р=60°.
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Вертикальный стержень АВ, расположенный на расстоя

нии к=30см от точки О и соединенный в точке А шарнирно с 

ползуном, вызывает вращение круглого обруча радиусом 

К-30см  вокруг точки О. Определить угловую скорость и уг

ловое ускорение обруча в момент, когда <р=90°, а скорость и 

ускорение стержня равны: УАВ=120см/с, аАВ=0.

№29

Круглый обруч радиуса К=20см, вращаясь вокруг точ

ки О, перемещает по неподвижному стержню АВ, располо

женному на расстоянии к~10см от точки колечко М. Оп

ределить абсолютную, относительную и переносную ско

рость и ускорение колечка М  в момент, когда ОС1АВ, если 

угловая скорость обруча постоянна и равна 3 Ус.

№30

Колечко М  движется равномерно по неподвижному 

обручу радиуса К=5см, вращая стержень ОА вокруг точки 

О. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

стержня в момент, когда угол <р-=60°,ОС = 5 :3см , а ско- 

0 рость колечка М  У=4Осм/с.
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ГЛАВА 3 

Динамика

3.1. Дифференциальные уравнения движения материальной 

точки

3.1.1. Дифференциальные уравнения прямолинейного движения 

материальной точки

Пример 1. (Случай, когда переменная сила зависит от времени). 

Материальная точка массы т совершает прямолинейные колебания под 

действием горизонтальной силы Р~Асо$к(, где А и к — постоянные 

интегрирования. В начальный момент точка имела скорость х0=Уо. Найти 

уравнение движения точки.

Решение.

Примем прямую, вдоль которой

происходит движение точки, за ось х. р
Изобразим точку в произвольном 'Ш Ш М X
положении на оси х и силы, действующие

р .
на нее (рис. 3.1). Кроме заданной силы, на

точку действует сила тяжести Р и ^ ИС- 3-3

нормальная реакция N  со стороны гладкой поверхности.

Запишем начальные условия: при ?о=0, х(~-0, х0=Уо. Составим дифферен

циальное уравнение движения груза в проекции на ось х в виде:

АУ г. . гт—  = Р = Асовк. (3 1 )
т

В уравнении (3.1) разделим переменные:

АУ- — совкдх. 
т
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Проинтегрировав левую часть полученного уравнения в пределах от У0 до 

Г, а правую от нуля до I, определим скорость движения точки:

83

Представим У = ~  и уравнение (3.2) запишем в виде: 
а.1

йх  г, А
— = УоА хтк1.
йг т к

В полученном уравнении разделим переменные и проинтегрируем левую 

чисть в пределах от нуля до х, а правую — от нуля до г.

с/х = У0с1( + —  хт кс Ж, и окончательно

Пример 2. (Случай, когда переменная сила зависит от скорости).

Тело массы 2кг, брошенное вертикально вверх со скоростью 20м/с, 

испытывает сопротивление среды, которое пропорционально первой степени 

скорости, причем К=0,4У. Найти, через сколько секунд тело достигнет 

шшвысшего положения и максимальную высоту подъема (рис. 3.2).

Направим ось х  по вертикали вверх, т.е. в сторону движения тела. Возьмем 

начало отчета оси х на поверхности Земли в начальном положении тела. Тогда

начальные условия примут вид: при (=0 хо=0, Х0 = Уо = 20м/с.

К телу в произвольном положении приложены следующие 

силы: т %— сила тяжести тела; Я — сила сопротивления среды, 

направленная в сторону, противоположную движению тела.

Дифференциальное уравнение движения тела в проекции на 

ось х будет иметь вид:

(3.2)

тк

х = У01 + - ~ г  (1- сох к).1Лл1г*тк
(3.3)

Решение.

т —  -  . т§ - К, или, учитывая, что Я=0,4У, получим:

1'ис. 3.2
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Подставив численные значения и разделив переменные в уравнении (3.4), 

проинтегрируем полученное выражение. При этом нижний предел 

интегрирования по скорости соответствует начальному значению Уд скорости, а 

верхний предел — значению скорости тела, когда оно достигнет наивысшего 

положения, т.е У=0. При подсчетах положим #  » 10 м/с2.

йУ , л  дУ гТ. ------ ,,—  = или - — — ----- = I да.
10 + 0.2У Го 0,2У + 10 *>

Получим, что Т -  10.2У + 10\ * =  1.71с. (3.5)

Для определения максимальной высоты Н  подъема тела используем 

дифференциальное уравнение движения тела:

сIVт— = - (0,4У + т§). (3.6)
Ш

Для определения зависимости высоты подъема тела от его скорости 

умножим правую и левую часть дифференциального уравнения (3.6) на с!х\ 

йУт— д х- -(0,4У + т§) сЬс. 
к

Учитывая, что — = V, разделим переменные в полученном выражении.
<к

тУОУ . „Имеем:---------------= ах. Подставим численные значения и проинтегрируем:
0,4У + т%

0 ус1У Ч I  М У  ни. = [Ох или —  Ь - ^  = \<Ь. (3.7)
1 о ,2 У  +  10  ' 0 , 2 > У + 5 0  >

При интегрировании левой части равенства (3.7) удобно данный интеграл 

представить в виде суммы двух интегралов, т.е.

/°с(У + 50)с1У /°с 50с1У „
5  ---------' ------ 5  =Я , отсюда

1 V + 50 о У + 5°
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! Уо ■ ■ 1 Уо
Н=5У! е -2501пУ + 50\ | 0 . Подставив пределы интегрирования, 

найдем, что Н  = 14,5м.

Пример 3, (Случай прямолинейного движения точки, когда сила зависит 

от положения точки, т.е. от координаты.)

Материальная точка массы т движется прямолинейно вдоль оси Ох. Точка 

отталкивается от неподвижного центра О силой Р, пропорциональной массе т

и расстоянию точки от центра О, причем 

р  коэффициент пропорциональности равен

Г“—“ -----* * 4. Найти закон движения точки, если на-

х | чальное расстояние ее от центра О равно

рис  ̂з хо=5м, а начальная скорость Уа=2м/с.

Решение. Первый способ.

По условию задачи сила Р = 4тх, поэтому дифференциальное уравнение 

движения имеет вид:

тХ -4 т х  или Х -4 х . (3.8)

Так как сила, действующая на точку, зависит от координаты точки, то

Ус1У Ус1У
можно использовать подстановку X = —-— , Тогда = 4х или Ус1У = 4хс(х.

ах ах
у х  ^

Проинтегрируем это уравнение: ^УйУ = 4 ^хс1х или -  (V2—Уд)
Г / . V -  Л

V X
\Ус1У = 4 |

Уо Хо

=2(хг- х 2).

Из последнего уравнения выразим V: V = —  = 24 х 2 - 2 4  .

сбсРазделив переменные, получим: — -------- = 2с/(.
4х  -2 4

Проинтегрируем полученное выражение: I ■ . — ......= 2 1 а (.
Хохх -2 4  о

Витебский государственный технологический университет



86

Отсюда 21= 1п\х + -1х2 -  24 или 21 = 1п
Хо

Следовательно, х + \ х 2 -  24 = 6 е '21. 

Преобразуем это выражение: хг~ 24 = (бе '2' -  х)г,

откуда х —
Зе4{ + 2

= Зе21 + 2е~21.

х + - .х 2 -2 4

(3.9)

Второй способ.

Так как в данном случае Р  = /(х) = 4тх является линейной функцией 

координаты х, то дифференциальное уравнение (3.8) можно привести к 

линейному однородному дифференциальному уравнению второго порядка с 

постоянными коэффициентами: Х - 4 х  = 0 . (310)

Для решения этого уравнения воспользуемся теорией интегрирования 

линейных дифференциальных уравнений и составим соответствующее 

характеристическое уравнение: Я2 -  4 = 0, корни которого Я2 =2, Я2 = -2.

Следовательно, общее решение имеет вид:

х = С1ег,.±С 2е г‘. (3.11)

Постоянные интегрирования С\ и С2 находим по начальным условиям 

движения. Найдем скорость точки, продифференцировав уравнение (3.11) по

<3х „ „  _21времени: V = —  = 2С,е2' -  2С2е (3.12)

При ( = 0 х0 = 5, х = У0 =2. Следовательно, из уравнения (3.11) и (3.12) 

после подстановки начальных условий найдем, что С) + С2 = 5, 2С\ - 2С2 = 2,

откуда С, = 3, С2 = 2.

Окончательно уравнение движения имеет вид:

х = Зе2г + 2е~21. (3.13)
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3.1.2. Дифференциальные уравнения криволинейного 

движения материальной точки

87

Пример 1. Упругая нить, закрепленная в точке А , проходит через непод

вижное гладкое кольцо О; к свободному концу нити прикреплен шарик М, 

мпсса которого равна т. Длина невытянутой нити I = АО; для удлинения нити

на 1м нужно приложить силу, равную к2т. 

Вытянув нить по прямой АВ так, что длина ее 

увеличилась вдвое, сообщили шарику скорость 

У0, перпендикулярную прямой АВ. Определить 

траекторию шарика, пренебрегая действием 

силы тяжести и считая натяжение нити 

пропорциональным ее удлинению (рис. 3.4).

Решение. Рассмотрим произвольное по

ложение шарика М, считая его материальной 

точкой, в первом квадранте выбранной прямо

угольной системы координат. Положение 

точки М  в произвольный момент определяется 

радиусом-вектором ОМ = г. Тогда реакция Т нити с учетом коэффициента 

пропорциональности кгт будет иметь векторное выражение 

Т = - к 2т ■ ОМ  = - к 2тТ .

Основное уравнение динамики материальной точки для данной задачи в 

векторном виде запишется так: та = Т . (3.14)

Для проектирования векторного уравнения (3.14) на оси х  и у  учтем, что в 

произвольном положении точка М  имеет координаты (х, у), которые 

представляют проекции радиуса-вектора г на оси х ту. Тогда, спроектировав 

уравнение (3.14) на оси х и у, получим:

тх = - к гтх, (3 15)

ту = - к 2ту. (3.16)
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Для интегрирования дифференциальных уравнений (3.15) и (3.16) 

запишем начальные условия:

при I = 0: х0 = 0, у 0=1, Уох= *0= Кй Уоу= у 0=0.

Дифференциальные уравнения (3.15) и (3.16) приведем к линейным 

однородным дифференциальным уравнениям второго порядка:

Х + к2х = 0, У + к 2у  - 0 .  (3.17)

Составим характеристическое уравнение А2 + к2 = 0 и найдем его корни 

А] = Д  А2 = -гк.

Тогда общее решение дифференциальных уравнений (3.17) имеет вид: 

х = С]СО$к1 + С2зтк(, (3-18)

у ~ Сзсозк! -  С4ыпк1. (3-19)

Продифференцировав по времени уравнение (3.18) и (3.19), получим: 

х -  -С]Ыпк( + С2ксозШ, (3.20)

у = -СзЫпкх + СДсол’/сТ (3.21)

Для определения постоянных интегрирования С/, С2> С3, С4 подставим 

начальные условия в уравнения (3.18), (3.19), (3.20), (3.21): 

хо = С[ -  0, уо = С3 = I,

х0 = С2к = Ко, у0 = С4к = 0.

Отсюда находим: С/ = 0,С2 -  У0/к, С3 = 1,С4 = 0.

Следовательно, уравнения движения точки имеют вид:

[х = — 5\пкх, 
к

\у  = 1совШ.

Чтобы найти уравнение траектории, необходимо из этих уравнений 

исключить параметр I. Перепишем уравнения в виде:
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Возведя эти уравнения в квадрат и складывая правые и  левые части 

полученных выражений, имеем:

89

^  г " 2 -х  +-к 2 у" .у4 4. X-— = 7.
Г

Траекторией точки М является эллипс.

Пример 2. Точка массы т  движется под действием силы отталкивания от

неподвижного центра О, изме

няющейся по закону Р  = кгт г , 

где г — радиус-вектор точки. В 

начальный момент точка М нахо

дилась в положении М„ (а; 0) и

имела скорость Уь, направленную 

параллельно оси у . Определить 

уравнения движения точки, учи- 

х  тывая силу тяжести (рис.3.5).

Рис. 3.5

Решение.

К материальной точке М  приложены сила тяжести Р  материальной точки и 

сила отталкивания Р , направленная вдоль ОМ от центра О. Составим 

секторное дифференциальное уравнение движения материальной точки:

т> = Р + Р « ш - р -  = Ё + к 'г .

('проектируем это векторное уравнение на оси х я у .

,2  л (3.22)х - к 2х - 0 ,  у 1

.. (3-23)

Запишем начальные условия движения точки: при ( = 0 х0 = а, у0= 0,

о> К у - У ^ У о -
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Уравнение (3.22) является однородным линейным дифференциальным 

уравнением второго порядка. Составим характеристическое уравнение X2 -1^=0 

и найдем его корни X, = к, Х2 = —к. Следовательно, общее решение 

дифференциального уравнения (3.22) будет иметь вид:

х ~ Схеь  + С2е~й . (3.24)

Для определения С1 и Сгпродифференцируем равенство (3.24) по времени: 

л- = С]А:ей -  С2ке~кг. (3.25)

В уравнения (3.24) и (3.25) подставим (=  0, х0 = а, х0= 0:

Га = С2 +С2,
\0  = к (С ,-С 2).

Решив эту систему, получим: С \= С г-а  /2,

& ( к? —к1 ̂Тогда получим, что х = -  (е +е )

Уравнение (3.23) является неоднородньм линейным дифференциальным 

уравнением второго порядка, общее решение которого имеет вид:

У =У1+У2,
где у, — общее решение соответствующего однородного дифференциаль

ного уравнения

у - к 2у  = 0 (3.26)

и у2 — частное решение уравнения (3.23)

Общее решение уравнения (3.26): ух = С2ек1 + С4е~й .

Частное решение уравнения (3.23) определим по виду правой части: так 

как правая часть этого уравнения постоянна, то частное решение у2 ищем в 

виде постоянной величины: у2 = Л. Подставляя частное решение у2 — А в 

уравнение (3.23), получим: -к?А = откуда А <=$/к?. Тогда общее решение 

уравнения (3.23) примет вид:

90

У : С ,ей +С 4е-й + 4 -  (З-27)
к

Продифференцируем равенство (3.27) по времени:
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у  - С 3кеь - С 4ке~ш. (3 28)

В уравнения (3.27), (3.28) подставим при 1 = 0, у 0= 0, у 0= У0:

0 = С3 + С<+-^;

У0 = к(С3 -  С4).

Решив эту систему, получим:

с'-гМ)
Окончательно, , . ± ( г , - ^  + § } -  + К

Итак, уравнения движения точки имеют вид:

х ^ + е ^ ) ,

(3.29)

Для определения уравнения траектории исключим из уравнений (3.29)

е1й+е~1а ек - е ' швремя I. Учтем, что ----------- = с к ! , ------------ = скг1 - х к 2( = 1.
2 2

Тогда уравнения (3.29) примут вид:

х = аск (,

Гп я к ( -  -г  ск1 + -~3, 
к2 к2

2
а искомое уравнение траектории будет: у  = —  ' { - )  - 1  -  —  ( -  - 1 1.

к А а )  к [а

Витебский государственный технологический университет



92

3.1.3. Задачи для механических специальностей

№1

Задача 1.1. Материальная точка массой т = Зкг, получив начальную 

скорость У0 = 3м/с, двигается по горизонтальной прямой под действием силы 

Р 1,181: н (при (<2) , а  затем (при 1 > 2) под действием силы Р2 = Збн.

Определить путь, пройденный точкой за первые 2с, и скорость точки при

1=4с.

Задача 1.2» Точка М  массой т=0,01кг движется под действием силы 

отталкивания от неподвижного
иУ Vцентра О, изменяющейся по закону 0

Задача 2.1. Материальная точка М  массой т=0,2кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам О; и 02- 

Сипы пропорциональны расстояниям от точки до этих центров. Р2 = к) О1М  и

Рг ~ к-2 О2М

Определить уравнение движения точки М и ее скорость при 1=0,15 же, если 

к,=15н/м, к2=5н/м, О]О2=0,4м, хо=0,2м, У0~0. Начало координат точка О].

ОI М  0 2 X
• ----------------------  ——•------------------------- •------------------

Р=0,25г н, где г — радиус-вектор 

точки. В начальный момент точка 

находилась в М0 (0,8м; 0,8м) и имела 

скорость У0= 4^2 м/с, направленную 

перпендикулярно к ОМ0. Определить 

уравнения движения точки и ее 

траекторию.

О х

№2
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Задача 2.2. Материальная точка М  массы т=0,2кг движется под действием 

силы тяжести и силы притяжения к неподвижному центру О. Величина силы 

притяжения пропорциональна 

расстоянию до центра О. Ко

эффициент пропорциональности М

к~0,8н/м. Движение начинается в

точке М0 (0,5м; -2,45м) со ----------------

скоростью У0=4м/с} параллельной “ рп

оси Оу. Определить уравнения

движения точки М  и ее траекторию. Мп

Ось Оу направлена вертикально 

вверх.

О

№3

Задача 3.1. Материальная точка М  массой т=0,1кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р=2,5н и преодолевает 

сопротивление среды, пропорциональное скорости (К = -/иУ). Определить

уравнение движения точки и ее максимальную скорость, если^ = 0 , 5 хв=0;
м

Уо-0.

Задача 3.2. Материальная точка М  массой т=0,1кг притягивается к двум 

центрам О/ и О; с силами Р'! — 2-МО] и Р2 = 2 М 02 соответственно (сила в 

ньютонах, расстояние в метрах).

Определить уравнение движения точки пу
и ее траекторию, если М0О=О,О=О2О=0,Зм Уо М0

(М0 — начальное положение точки), а 

начальная скорость У0=0,бм/с параллельна 

оси Ох, Размерами точки и силой тяжести 

пренебречь.
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Задача 4.1. Материальная точка массой т=0,5кг движется по 

горизонтальной прямой, испытывая сопротивление среды, которое равно при 

К 1 К; -  к у 2, при ( >1 К2 -  к2Цу 5 . Определить скорость точки при I = 4 с,

н-с2 ~ н-с5/3
если к] = 0,45— —; к2 = 0,75— ^у-> У о -  10 м/с.

№4

м

Задача 4.2. Материальная точка М  мас

сой т=0,001кг движется в плоскости Оху 

под действием силы притяжения к оси Оу, 

пропорциональной расстоянию точки до 

этой оси. (Коэффициент пропорционально

сти с=10н/м).

В начальный момент точка находилась 

в Мо(1; 0) и имела начальную скорость

У0=25м/с, параллельную оси Оу. Определить уравнения движения точки и ее 

траекторию. Весом точки пренебречь.

№5

Задача 5.1. Материальная точка массой т=2кг, получив начальную 

скорость У0=2м/с, движется по горизонтальной прямой под действием силы 

Р1=12( (при I < 3), а затем (при I > 3) под действием силы Р2=36н.

Определить путь, пройденный точкой за первые 3 секунды, и скорость 

точки при г=5с.

Задача 5.2. Материальная точка М  

массой т=0,02кг движется под действием 

силы отталкивания от неподвижного центра 

О, изменяющейся по закону Р-0,5г н, где г 

— радиус-вектор точки.
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В начальный момент точка находилась в Мо(0,4м; - 0,4м) и имела скорость 

Уц=2Лм/с, направленную перпендикулярно к ОМ0. Определить уравнения 

движения точки и ее траекторию.

№6

Задача 6.1. Материальная точка М  массой т=0,1кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам 0 { и Оу. 

Силы пропорциональны расстояниям от точки до этих центров. {р!=к1 -ОуМ; 

Г')-=к> -02М). Определить уравнение движения точки М  и ее скорость при 

( I Ожс, если к,=25н/м, к2=15н/м, 0)02=0,4м, Хо=0,25м, У0=0. Начало

координат— точка О].

0 1 М  Оу х
ф--------------------------------• ----------------------------- • --------------------►
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Задача 6.2. Материальная точка М  массой 

т 0,4кг движется под действием силы тяжести и 

силы притяжения к неподвижному центру О.

Величина силы пропорциональна расстоянию до 

центра О. Коэффициент пропорциональности 

к 40н/м. Движение начинается в точке М0 со 

скоростью %=5м/с, перпендикулярной к оси Оу.

Определить уравнения движения точки М  и ее траекторию. Ось Оу 

ннправлена вертикально вверх.

1У
Го

М ,
1  о!С? ( X

№7

Задача 7.1. Материальная точка М  массой т=0,2кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р~1,6н и преодолевает 

Сопротивление среды, пропорциональное скорости (К= - ц У ). Определить
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уравнение движения точки и ее максимальную скорость, если /1=0,4----- ; х0=0;
м

У0=0
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н * с

Задача 7.2. Материальная точка М  массой т=0,03кг находится под 

действием двух сил притяжения,

направленных к неподвижным центрам О1 

и 0 2. Величина этих сил пропорциональна 

расстоянию от точки 0_, и О2.

Коэффициент пропорциональности

одинаков и равен к-бн/м. Движение 

начинается в точке Ад со скоростью 

Уо=2,4м/с, перпендикулярной к линии 

0 ,0 2.

Определить уравнения движения точки и ее траекторию. Силой тяжести 

пренебречь.

№8

Задача 8.1. Материальная точка массой т=0,4кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно при

1<1 К, =к;л !у ^ , при I >] К2 = к2 ]У3 . Определить скорость точки при г=3с,

если к 1=0,4 5
н-с,5/3

.5/3 ; к2=0,40- .3/2 ■, У0=8м/с.

Задача 8.2. Материальная точка М  

массой т=0,001кг движется в плоскости 

Оху под действием силы притяжения к 

оси Ох, пропорциональной расстоянию 

точки до данной оси (коэффициент 

пропорциональности С=2,5н/м). В
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начальный момент точка находилась в М0(0; 2) и имела скорость Уо=25м/с, 

параллельную оси Ох.

Определить уравнения движения точки и ее траекторию. Весом точки 

пренебречь.

№9

Задача 9.1. Материальная точка массой т=2кг, получив начальную 

скорость У0=1м/с, двигается по горизонтальной прямой под действием силы 

Ь'^2жзт(п/б)1 н (при К б ) ,  а затем (при (>  6) под действием силы Р2=10н.

Определить уравнение движения точки при 0 < « б  и скорость точки при

I ЧОс.

Задача 9.2. Материальная точка М  

массой т=0,03кг движется под действием 

силы отталкивания от неподвижного цен

тра О, изменяющейся по закону Р=0,75г н, 

где г — радиус-вектор точки. В начальный о

момент точка находилась в М 0(0,2м;-0,2м) 

и имела скорость Уо=41м/с, направлен

ную перпендикулярно к ОМо-

Определить уравнения движения точки и ее траекторию.

№10

Задача 10,1. Материальная точка М  массой т=0,1кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам 0 : и 0 2. 

Силы пропорциональны расстояниям точки до этих центров (Р1=к,-01М; 

Рг=кгОМ

97
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Определить уравнение движения точки М и ее скорость при (=л/10 с, если 

к 1=1 Он/м, к2=12,5н/м, О/О^О, 45м, х0=4м, У0=0. Начало координат —  точка О/.

О, М  0 2 х
«------------------------------- а----------------------------- а------------- -------
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М0

Задача 10.2. Материальная точка М  

массой т=0,3кг движется под действием 

е р ы  притяжения к неподвижному центру 

О. Величина силы притяжения

пропорциональна расстоянию до центра 

О. Коэффициент пропорциональности 

к-1,2н/м. Движение начинается в точке 

М0 {1м; - 2 ,45м) со скоростью У0 ~ 6м/с, 

параллельной оси Оу. Определить уравнения движения точки М  и ее 

траекторию. Ось Оу направлена вертикально вверх.

№11

Задача 11.1. Материальная точка М  массой т=0,1кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р~4,5м  и преодолевает 

сопротивление среды, пропорциональное скорости (К = -р У ) .  Определить

уравнение движения точки и ее максимальную скорость, если /и = 0 ,3 ^ - ; хо-0;
м

У0=3м/с.

Задача 11,2. Материальная точка М  

массы т=0,02кг находится под действием 

двух сил притяжения, направленных к не

подвижным центрам О, и 0 3. Величина 

этих сил пропорциональна расстоянию от 

точек О/ и 0 2. Коэффициент пропорцио-

Витебский государственный технологический университет



налыюсти одинаков и равен к—9н/м. Движение начинается в точке Ао со скоро

стью У0=1,8м/с, перпендикулярной к линии О, и 0 2. Определить уравнения 

движения точки М  и ее траекторию. Силой тяжести пренебречь.

№12
Задача 12.1. Материальная точка М  с массой т—2,4кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно при

(<2 К] = к ,'1у* , при 0 2  К2 = к2лГу4 . Определить скорость точки при

42  н-с3/2 н -г4П
1-12с, если к,=— -— ; к2=0,36— -щ - ; У0̂  18м/с.

•5 М М
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Задача 12.2. Материальная точка М  с массой т=0,001кг движется в 

плоскости Оху под действием силы 

притяжения к оси Оу, пропорциональной 

расстоянию точки до данной оси 

(коэффициент пропорциональности 

с--10н/м.) В начальный момент точка 

находилась в М0 (-1; 0) и имела скорость 

Уо=25м/с, параллельную Оу. Определить 

уравнения движения точки и ее 

траекторию. Весом точки пренебречь.

'У

М0

0 X

%

№13

Задача 13.1. Материальная точка с массой т=3кг, получив начальную 

скорость У0=2м/с, движется по горизонтальной прямой под действием силы 

!‘)=Зяхт(л/4)1 н (при 1<4), а затем (при (>4) под действием силы Р2=12н. 

Определить уравнение движения точки при 0<1<4 и скорость точки при (=9с.
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Задача 13.2. Материальная точка М  с массой т-0,04кг движется под 

действием силы отталкивания от не

подвижного центра О. изменяющейся по 

закону Р=16г н, где г — радиус-вектор 

точки. В начальный момент точка 

находилась в М0 (-0,1м;-0,1м) и имела 

начальную скорость У0=2-12 м/с,

направленную перпендикулярно к ОМо-

Определить уравнения движения точки 

и ее траекторию.

№14

. Задача 14.1. Материальная точка М  с массой т=0,15кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам 0 2 и 0 2. 

Силы пропорциональны расстояниям точки до этих центров. (Р1=к1'0]М; 

Р2=к2-02М).

0 1 М  О; X
щ----------------------------------«-------------------------------- •----------------------

Определить уравнение движения точки М  и ее скорость при 1=12 пс, если 

к]=5н/м, к2=Юн/м, О]О2=0,6м, х0=0,4м, Ухо~1,5м/с. Начало координат — точка 

О , .
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Задача 14.2. Материальная точка М  с массой т=0,2кг движется под 

действием силы тяжести и силы 

притяжения к неподвижному центру 

О. Величина силы притяжения про

порциональна расстоянию до центра 

О. Коэффициент пропорционально

сти к=В9,2н/м. Движение начинается 

в точке Мо со скоростью Уо=7м/с,
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перпендикулярной к оси Оу. Определить уравнения движения точки М  и ее 

траекторию. Ось Оу направлена вертикально вверх.

№15

Задача 15.1. Материальная точка с массой т=0,3к2 движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р=1,8н и преодолевает 

сопротивление среды,пропорциональное скорости (К = -/иУ).

Определить уравнение движения точки и ее максимальную скорость, если

// -=0.6-— ; х0-0; Уо=1м/с. 
м

Задача 15.2. Материальная точка М  с массой т=0,05кг движется под 

действием двух сил притяжения, 

направленных к неподвижным 

центрам О/ и 0 2. Величина этих 

сил пропорциональна расстоянию 

от точек 0 1 и 02. Коэффициент 

пропорциональности одинаков и 

равен к-40н/м. Движение 

начинается в точке Ао со 

скоростью Уо~0,8м/с,

перпендикулярной к линии О1О2 . Определить уравнение движения точки М  и 

ее траекторию. Силой тяжести пренебречь.

№16

Задача 16.1. Материальная точка с массой т=2кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно: при

1-3 В ,= ф *\ при 0 3  Я2=к2У Определить скорость точки при 1~23с, если
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Задача 16.2. Материальная точка М  ку

с массой т=0,002кг движется в плоскости у. .
щ ,Мо

Оху под действием силы притяжения к оси

Ох, пропорциональной расстоянию точки до О х

данной оси (коэффициент пропорциональ

ности с=5н/м). В начальный момент точка

находилась в М0 (0; 1) и имела скорость У0=25м/с, параллельную оси Ох. Опре

делить уравнение движения точки и ее траекторию. Весом точки пренебречь.

№17

Задача 17.1. Материальная точка с массой т-Зкг, получив начальную 

скорость У0 =1м/с, движется под действием силы Р1=Зх2со5(п/3)1 н (при (<3), а 

затем (при { >3) под действием силы Р2=бн. Определить уравнение движения 

точки при 0<(<3 и скорость точки при 1=1 Ос.

Задача 17.2. Материальная точка 

М  с массой т=0,05кг движется под 

действием силы отталкивания от 

неподвижного центра О, изменяю

щейся по закону Р=20г н, где г — ра

диус-вектор точки. В начальный мо

мент точка находилась в М0 

( - . 2 /20м; — .2 /20м) и имела

скорость У0-2м/с, направленную перпендикулярно к ОМо■ Определить 

уравнение движения точки и ее траекторию.

№18

Задача 18.1. Материальная точка М  с массой т = 0,15кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам О; и 0 2. 

Силы пропорциональны расстояниям точки до этих центров. (Р ^куО М ;

102

Витебский государственный технологический университет



Р2=к2-02М). Определить уравнение движения точки М и  ее скорость при 1=6 же, 

если к!=6н/м, к2=9н/м, О1О2-0,75м, Хо=0,2м, Ухо—3м/с. Начало координат — 

точка О].

О] М  Оу х
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М о 2 
—•-

Уо

М„

Задача 18.2. Материальная точка М  с массой т=0,4кг движется под 

действием силы тяжести и силы 

притяжения к неподвижному центру 

О. Величина силы притяжения про

порциональна расстоянию до центра 

О Коэффициент пропорциональности 

к 1,6н/м. Движение начинается в 

точке М0( ~1м; -2,45м) со скоростью 

У 8 м /с , параллельной к оси Оу.

Определить уравнения движения 

точки А/и ее траекторию. Ось Оу направлена вертикально вверх.

№19

Задача 19.1. Материальная точка М  массой т=0,3кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р=7,2( н и преодолевает 

сопротивление среды, пропорциональное скорости (К = -ц У ). Определить

Н' суравнение движения точки, если ц= 0 ,6-----; х=0; Уо~0.
м

Задача 19.2. Материальная точка М  

массой т=0,06кг притягивается к двум 

центрам 0 1 и 0 2 с силами У1=12М01 и 

У2 -  12М02 ( с и л ы  — в ньютонах, 

расстояние — в метрах) соответственно.
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Определить траекторию точки, если Мп0 = 0 !0 = 0 20=0,15м (М0 — 

начальное положение точки), а начальная скорость Уо=0,6м/с параллельна оси 

Оу. Размерами точки и силой тяжести пренебречь.

№20

Задача 20.1. Материальная точка с массой т=3,2кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно: при

« 8  К,=к,У, при 1>8 К2 = к2'] у ^ . Определить скорость точки при (=13с, если

н-с н-с2/3
к2 = 1,21п 2 — ; к2 = 0,384 ~ 2ТГ ; У0=1м/с. 

и  м
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Задача 20.2. Материальная точка 

М  массой т=0,002кг движется в плос

кости Оху под действием силы притя

жения к оси Оу, пропорциональной 

расстоянию точки до данной оси (ко

эффициент пропорциональности

С-20н/м). В начальный момент точка 

находилась в начале координат и имела скорость У0 = 2542м /с, направленную 

под углом 45“оси Ох.

Определить уравнения движения точки и ее траекторию. Весом точки 

пренебречь.

№21

Задача 21.1. Материальная точка с массой т=4кг, получив начальную 

скорость У0 - 2м/с, движется под действием силы Р ^ 8 т4 со$(ж/4)1 н (при 1<4), а 

затем (при 1>4) под действием силы Р2=2н. Определить уравнение движения 

точки при 0<(<4 и скорость точки при (=8с.

Задача 21.2. Материальная точка М  с массой т=0,06кг движется под 

действием силы отталкивания от неподвижного центра О, изменяющейся по
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1 0 5

закону Р=6г н, где г — радиус-вектор 

точки. В начальный момент точка 

находилась в М0 { - 4 2 / 5 м; 4 2 / 5м) и 

имела скорость У0=4м/с, направленную 

перпендикулярно к ОМ0. Определить 

уравнение движения точки и ее 

траекторию.

№22

Задача 22.1. Материальная точка М  с массой т-0,2кг движется по 

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам 0 \ и О г 

Силы пропорциональны расстояниям точки до этих центров. {Р1=кг01М; 

Р2 О2М) . Определить уравнение движения точки М  и ее скорость при Р-8яс, 

если к1=50н/м, к2=ЗОн/м, 0 102=0,4м, х0=0,15м, Ухо=2м/с. Начало координат — 

точка О;.

01 М  02 х
• • • ^

Задача 22.2. Материальная 

точка М  с массой т=0,3кг движется 

иод действием силы тяжести и силы 

притяжения к неподвижному центру 

О. Величина силы прямо пропорцио

нальна расстоянию до центра О. Ко

эффициент пропорциональности 

к -30и/м. Движение начинается в 

точке М0 со скоростью У0=2,5м/с}

перпендикулярной к оси Оу. Определить уравнения движения точки и ее траек

торию. Ось Оу направлена вертикально вверх.
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Задача 23.1. Материальная точка М  массой т=0,4кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р-2Ы  и преодолевает 

сопротивление среды, пропорциональное скорости (М = - ц У ). Определить

н * суравнение движения точки, если ц=0,2----- ; х0-О; Уо=0.
м

Задача 23.2. Материальная точка М  с массой т-0,07кг движется под 

действием двух сил притяжения, 

направленных к неподвижным цен

трам 0 1 и О2. Величина этих сил про

порциональна расстоянию от точек 

О, и О2. Коэффициент пропорцио

нальности одинаков и равен 

к-56н/м. Движение начинается в 

точке А0 со скоростью Уц=2,8м/с, 

перпендикулярной к линии О1О2.

Определить уравнение движения точки М  и ее траекторию. Силой тяжести 

пренебречь,

№24

Задача 24.1. Материальная точка с массой т=1,2кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно: при

К б  = к1 ̂ У 2 ; при О бК 2=к24 у .  Определить скорость точки при к П с ,  если

№ 2 3

н-с2/3
*7*=0^-4тг; =

V2 -н -с’/2 
Ю-м!/2

; У0 — 1м/с.

Задача 24.2. Материальная точка 

М  с массой т-О.ООЗкг движется в 

плоскости Оху под действием силы 

притяжения к оси Ох, 

пропорциональной расстоянию от этой
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точки до данной оси (коэффициент пропорциональности с=7,5н/м). В 

начальный момент точка находилась в начале координат и имела скорость 

Уд-25-Лм/с, направленную под углом 45° к оси Ох. Определить уравнения 

движения точки и ее траекторию. Весом точки пренебречь.
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№25

Задача 25.1. Материальная точка с массой т=4кг, получив начальную 

скорость Уъ=1м/с, движется под действием силы н (при К 2), а затем

(при (>2) под действием силы Р2=48н. Определить путь, пройденный точкой за 

первые 2 секунды, и скорость точки при 1~5с.

Задача 25.2. Материальная точка М  

с массой т-0,07кг движется под 

действием силы отталкивания от 

неподвижного центра О, изменяющейся 

но закону Р=7г н, где г — радиус-вектор 

точки. В начальный момент точка 

находилась в Мо { -  42  /1 0 м ;42 /1 0 м  )и  

имела скорость Уй=2м/с, направленную

'У

0 X

перпендикулярно к ОМо. Определить уравнения движения точки и ее 

траекторию.

№26

Задача 26.1. Материальная точка М с массой т=0,1 кг движется по

горизонтальной прямой под действием сил притяжения к центрам О/ и 0 2.

Силы пропорциональны расстояниям точки до этих центров. {Р]=к1-0>М;

1'г-к2-02М). Определить уравнение движения точки М  и ее скорость при

I- 12яс, если к!=7,5н/м, к2=2,5н/м, О\О2=0,6м, х0=0,15м, Ухо=1,2м/с. Начало

координат — точка О/.

О] М  0 2 х
• • •---------------

Витебский государственный технологический университет



0 X
$

п , Мо
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Задача 26.2. Материальная 

точка М  с массой т=0,1кг движется 

под действием силы тяжести и силы 

притяжения к неподвижному центру 

О. Величина силы притяжения прямо 

пропорциональна расстоянию до цен

тра О. Коэффициент пропорциональ

ности к=19,6н/м. Движение начина

ется в точке Мо со скоростью

У0=3,5м/с) перпендикулярной к оси Оу. Определить уравнения движения точки 

и ее траекторию. Ось Оу направлена вертикально вверх.

№27

Задача 27.1. Материальная точка М  массой т=0,5кг движется по 

горизонтальной прямой под действием силы Р=0,81 н и преодолевает 

сопротивление среды, пропорциональное скорости (Я = - /иУ ). Определить

"И' С
уравнение движения точки, если у =0,2----- ; х0-0; У0=0.

м

Задача 27.2. Материальная 

точка М  с массой т=0,04кг

находится под действием двух сил 

притяжения, направленных к 

неподвижным центрам О/ и 0 2.

Величина этих сил пропорциональна 

расстоянию от точек 02 и 0 2.

Коэффициент пропорциональности 

одинаков и равен к=18н/м.
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Движение начинается в точке Ао со скоростью У0=1,8м/с, перпендикулярной к 

линии 0 ,0 2. Определить уравнения движения точки М  и ее траекторию. Силой 

тяжести пренебречь.

№28

Задача 28.1. Материальная точка с массой т~2кг движется по 

горизонтальной прямой, преодолевая сопротивление среды, которое равно: при 

1<4 К ,= к,Л г\ при 1>4 Я2 = к2{[У . Определить скорость точки при I=19с,

если к} = 0,5
н-с 1 / 2 А Н

м 1/2* 2 ' 10Ч2
-775- ;  У0 -1м/с.

Задача 28.2. Материальная точка 

М с массой т=0,003кг движется в 

плоскости Оху под действием силы 

притяжения к оси Оу, пропорциональ

ной расстоянию точки до данной оси 

(коэффициент пропорциональности 

с-ЗОн/м). В начальный момент точка 

находилась в начале координат и 

имела скорость У0=25-12 м/с, направ

ленную под углом 45 “ к оси Ох. Определить уравнения движения точки и ее 

траекторию. Весом точки пренебречь.
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№1

Задача 1.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси Ох, притя

гиваемая к неподвижному центру О силой Р=4тх кн, где т -  масса точки, х — ее 

координата. В начальный момент точка находилась на расстоянии 3 м от центра 

О. Определить уравнения движения точки, если У0=0.

Задача 1.2. Определить уравнения криволинейного движения заряженной 

частицы массы т в однородном электрическом поле с переменным напряже

нием. Сила поля, действующая на частицу, равна Р=А‘вт(!а)кя ( А й к -  задан

ные постоянные, г -  время в с); сила всегда направлена параллельно оси у. В 

начальный момент х0-а; уо=0; х0 = Уо>; у 0 =0. Весом точки пренебречь.

№2
Задача 2.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси х, притя

гиваемая к центру О силой Р=0,2т/х, где т -  масса точки, х -  ее координата. В 

начальный момент хо=10 мм, уо=0. Определить скорость точки, когда она прой

дет половину расстояния до центра 0.

Задача 2.2. Заряженная частица, находясь в однородном электрическом 

поле переменного напряжения, движется в вертикальной плоскости под дейст

вием собственного веса Р и силы поля Р=А:со$(к[)кн (А и к -  заданные постоян

ные, ( -  время в с), сила поля всегда параллельна горизонтальной оси. Опреде

лить уравнения движения частицы, если в начальный момент х0=а; у 0=Ъ; уо=0.

№3

Задача 3.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси ох, оттал

киваемая от неподвижного центра О силой Р=3тх, где т -  масса точки, х -  ее
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координата. Определить скорость, которую будет иметь точка, пройдя с мо

мента начала движения расстояние 2 м, если при (=0 х0=2м; у„=0.

Задача 3.2. Определить уравнения криволинейного движения заряженной 

частицы массой т в однородном электрическом поле с переменным напряже

нием. Сила поля, действующая на частицу, равнаР=А-соз(Ы)кн (А а к -  задан

ные постоянные, I -  время в с). Сила всегда направлена параллельно оси ох.

В начальный момент х0=0; у -0 ;  Х0 -О; у 0 = Уо. Весом точки пренебречь.

№4

Задача 4.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р=5(1-()н ( { - в  с). Определить, через сколько времени тело ос

тановится, если в начальный момент скорость тела была равна 2,2 м/с и на

правлена в сторону действующей силы.

Задача 4.2. Точка весом Р движется в вертикальной плоскости под дейст

вием силы отталкивания от оси у  (ось у  — вертикальна); величина силы прямо 

пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент 

пропорциональности равен к2т. Определить уравнения криволинейного 

движения точки, если в начальный момент х0=а;уо=0; Х0 =0; у0 =у0.

№5

Задача 5.1. Тело весом 4,9н движется горизонтально, начиная движение со 

скоростью у0=9 м/с, в среде, сила сопротивления которой К=3^/ун, у -  ско

рость точки. Найти путь, пройденный точкой до остановки.

Задача 5.2 Заряженная частица, находясь в однородном электрическом 

иоле переменного напряжения, движется в вертикальной плоскости под дейст

вием собственного веса Р и силы поля Р= А - зт(к)кн ( А й к -  заданные посто

янные, I -  время в с). Сила поля всегда параллельна горизонтальной оси х.
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Определить уравнения движения частицы, если при (=0 точка находилась 

в начале координат, ее начальная скорость равна нулю.

№6

Задача 6.1. Тело весом Р~10н, брошенное вертикально вверх с начальной 

скоростью 10м/с, испытывает сопротивление воздуха, определяемое форму

лой К=0,2\/ н, где V -  скорость тела. Определить^на какую наибольшую высоту 

поднимется тело.

Задача 6 .2 . Определить уравнения криволинейного движения точки массы 

т, на которую действует сила отталкивания от начала координат, пропорцио

нальная расстоянию от него. Коэффициент пропорциональности равен к?т. В 

начальный момент х0=0; у 0-а; х0 = %■ у 0 -0. Весом точки пренебречь.

№7

Задача 7.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р=(2-1) н. Определить скорость точки через 6с после начала 

движения, если уо=0.

Задача 7.2. Тяжелая точка массой т движется в вертикальной плоскости 

под действием силы отталкивания от оси у  (ось у  -  вертикальна), величина силы 

пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент пропорциональ

ности равен к1 т.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в начальный 

момент х0-а; у0=Ь; ио=0.

№8

Задача 8.1. Тело весом 9,8 кг движется по горизонтальной прямой, испы

тывая сопротивление среды, пропорциональное квадрату скорости, коэффици
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и з

ент пропорциональности ц-0 ,2  —Т Т ~2 ■ Определять расстояние, которое прой-
м / с

дет точка прежде, чем ее скорость станет в три раза меньше начальной.

Задача 8.2. Тяжелая точка весом Р движется в вертикальной плоскости 

иод действием силы притяжения к оси у  (ось у  — вертикальна), величина силы 

пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент пропорциональ

ности равен С. Определить уравнения криволинейного движения точки, если в 

начальный момент х0=а; у0~Ъ; го=0,

№9

Задача 9.1. Тело весом Р=10н падает с некоторой высоты Я н а  землю без 

начальной скорости. Сопротивление воздуха определяется по формуле Р=ц\?н,

где {1=0,2 —г^— 7  — коэффициент пропорциональности, и-скорость тела.
м /с

Определить высоту Я, с которой падало тело, если в момент падения на 

землю скорость тела была равна 7м/с.

Задача 9.2. Определить уравнения криволинейного движения точки массы 

т , на которую действует сила притяжения к началу координат, пропорциональ

ная расстоянию от него. Коэффициент пропорциональности равен \?т. В на

чальный момент х0=а; уо~0; х0 =0; у в = у0 . Весом точки пренебречь. ’

№ 1 0

Задача 10.1. Тело весом Р=9,8н находится на горизонтальной плоскости. 

В некоторый момент ему сообщена скорость V;,. При движении тело испыты

вает сопротивление среды, пропорциональное первой степени скорости, коэф

фициент пропорциональности ц  =0,5 — —. Определить, через сколько времени
м /с

скорость тела будет в два раза меньше начальной.

н
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Задача 10.2. Тяжелая точка весом Р движется в вертикальной плоскости 

под действием силы притяжения к оси у  (ось у -  вертикальна). Величина силы 

пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент 

пропорциональности равен С.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в начальный 

моментх0~а;уо=0; *о=0; У0=у0.

№11

Задача 11.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси ох, при

тягиваемая к неподвижному центру О силой Р-Зтх н, где т -  масса точки, х -  

ее координата. В начальный момент точка находилась на расстоянии 5м от цен

тра О. Определить скорость точки в момент, когда она достигает центра О, если

К=0.

Задача 11.2. Определить уравнения криволинейного движения заряженной 

частицы массой т в однородном электрическом поле с переменным напряже

нием. Сила поля, действующая на частицу, равна Р-А-пп(М)н (Атак- заданные 

постоянные, ( -  время в с). Сила всегда направлена параллельно оси у. В 

начальный момент х0=а; у0=О; х0 -  у0; у 0 =0. Весом точки пренебречь.

№12

Задача 12.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси х, притя

гиваемая к центру О силой Р=0,2т/хг н, где т -  масса точки, х  -  ее координата. 

В начальный момент хс=10 м; уо=0. Определить скорость точки в момент, ко

гда она пройдет половину расстояния до центра О.

Задача 12.2. Заряженная частица, находясь в однородном электрическом 

поле переменного напряжения, движется в вертикальной плоскости под дейст-
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висм собственного веса Р  и силы поля Р=Л со5(к!)н (А я к -  заданные постоян

ные, < -  время в с). Сила поля всегда параллельна горизонтальной оси х.

Определить уравнения движения частицы, если в начальный момент х0=а;

у0=Ь; у0=0.

№13

Задача 13.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси ох, от

талкиваемая от неподвижного центра О силой Р'=3тх н, где тп — масса точки, х — 
се координата.

Определить скорость, которую будет иметь точка, пройдя с момента на

чала движения расстояние 2м, если (=0; х„=2м; уо-0.

Задача 13.2. Определить уравнение криволинейного движения заряженной 

частицы массой т в однородном поле с переменным напряжением. Сила поля, 

действующая на частицу, равнаР= А-со$(1а)н (А я к -  заданные постоянные, ( -  

время в с). Сила поля всегда направлена параллельно оси ох.

В начальный момент х0~а; у0=0; Х0 =0; У0 =уо-

№14

Задача 14.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р=5(1 -  {) Н  (I — в с). Определить, через сколько времени тело 

остановится, если в начальный момент скорость тела была равна 2,2 м/с и на

правлена в сторону действующей силы.

Задача 14.2. Точка весом Р движется в вертикальной плоскости под 

действием силы отталкивания от оси у  (ось у  -  вертикальна); величина силы 

прямо пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент 

пропорциональности равен к/т. Определить уравнения криволинейного 

движения точки, если в начальный моментх0=а; уо-а; х0 =0; У0 =Уо-
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Задача 15.1. Тело весом 4,9 н движется горизонтально, начиная движение 

со скоростью у0=9 м/с в среде, сила сопротивления которой К=3-[ун, где V -  

скорость точки. Найти путь, пройденный точкой до остановки.

Задача 15.2. Заряженная частица, находясь в однородном электрическом 

поле переменного напряжения, движется в вертикальной плоскости под дейст

вием собственного весаР  и силы поля Р= А-зт(к1)кн (А к к -заданные постоян

ные, I -  время в с), сила поля всегда параллельна горизонтальной оси X.

Определить уравнения движения частицы, если при 1=0 точка находилась 

в начале координат, ее начальная скорость равна нулю.

№16

Задача 16.1. Тело весом Р=10н, брошенное вертикально вверх с начальной 

скоростью у=10м/с, испытывает сопротивление воздуха, определяемое форму

лой К=0,2 ̂  н, где V — скорость тела. Определить, на какую наибольшую 

высоту поднимется тело.

Задача 16.2. Определить уравнения криволинейного движения точки 

массы т, на которую действуй сила отталкивания от начала координат, про

порциональная расстоянию от него. Коэффициент пропорциональности равен 

к?т. В начальный момент хо=0; уо=а; Хд = у0; у0 =0. Весом точки пренебречь.

№17

Задача 17.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р=(2-1)н, Определить скорость точки через б с после начала 

движения, если уо=0.

Задача 17.2. Тяжелая точка массой т движется в вертикальной плоскости 

под действием силы отталкивания от оси у  (ось у  -  вертикальна). Величина
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силы пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент пропор

циональности равен Ь?т.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в начальный 

момент х0-а; у0=Ъ; уо~0.

№18

Задача 18.1. Тело весом 9,8н движется по горизонтальной прямой, испы

тывая сопротивление среды, пропорциональное квадрату скорости, коэффици

ент пропорциональности ц~0,2  — . Определить расстояние, которое
м / с

пройдет точка прежде, чем ее скорость станет в три раза меньше начальной.

Задача 18.2. Тяжелая точка весом Р  движется в вертикальной плоскости 

мод действием силы притяжения к оси у  (ось у  —  вертикальна} величина силы 

пропорциональна расстоянию от этой оси, коэффициент пропорциональности 

равен С. Определить уравнения криволинейного движения точки, если в 

начальный момент х0=а; у 0~Ъ; уо-0.

№19

Задача 19.1. Тело весом Р-Ю н  падает с некоторой высоты Я н а  землю 

без начальной скорости. Сопротивление воздуха определяется по формуле

где (1=0,2 **- ^ — коэффициент пропорциональности, V— скорость
м / с

тела.

Определить высоту Я, с которой падало тело, если в момент падения на 

землю скорость тела была равна 7 м/с.

Задача 19.2. Определить уравнения криволинейного движения точки 

массы т, на которую действует сила притяжения к началу координат, пропор
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циональная расстоянию от него. Коэффициент пропорциональности равен к?т. 

В начальный момент х0~а; уо~0; Х0 =0; у д =Уо- Весом точки пренебречь.

№ 2 0

Задача 20,1. Тело весом Р=9,8 н находится на горизонтальной плоскости. 

В некоторый момент ему сообщена скорость у0. При движении тело испыты

вает сопротивление среды, пропорциональное первой степени скорости, коэф-
ц

фициент пропорциональности ц  = 0,5------ .
м /с

Определить,через сколько времени скорость тела будет в два раза меньше 

начальной.

Задача 20.2. Тяжелая точка весом Р  движется в вертикальной плоскости 

под действием силы притяжения к оси у  (ось у  -  вертикальна). Величина силы 

пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент 

пропорциональности равен с.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в на

чальный момент х0=а; у0-0; х0 =0; ?0=у0.

№21

Задача 21.1 Материальная точка движется прямолинейно по оси ох, притя

гиваемая к неподвижному центру О силой Р=4тх н, где т -  масса точки, х -  ее 

координата. В начальный момент точка находилась на расстоянии 5м от центра 

О. Определить скорость точки в момент, когда она достигает центра О, если 

Н е 

задача 21.2. Определить уравнения криволинейного движения 

заряженной частицы массой т в однородном электрическом поле с 

переменным напряжением. Сила поля, действующая на частицу, равна Р= 

=А-$т(к1)н (А и заданные постоянные, I -  время в с). Сила всегда направлена
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параллельно оси у. В начальный момент х0=а; у о=0; Х0 = у0; у0 =0. Весом точки 

пренебречь.
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Задача 22.1. Материальная точка движется прямолинейно по оси х, притя

гиваемая к центру О силой Р=0,2т/х2 и, где т -  масса точки, х  -  ее координата.

I) начальный момент точка находилась на расстоянии 5м от центра О. Опреде- 

пить скорость точки в момент, когда она достигнет центра О, если у0= 0.

Задача 22.2. Определить уравнения криволинейного движения заряженной 

частицы массой т в однородном электрическом поле с переменным напряже

нием. Сила поля, действующая на частицу, равна Р= А-зт(к1)н (А я к -  заданные 

постоянные, 1 -  время в с). Сила всегда направлена параллельно оси у. В на

чальный момент х<у=а; уо=0; х0 = у0; у 0 =0. Весом точки пренебречь.

№23

Задача 23.1. Материальная точка движется по оси ох, отталкиваемая от 

неподвижного центра О силой Р=3тх н, где т -  масса точки, х -  ее координата.

Определить скорость, которую будет иметь точка, пройдя с момента на

чала движения расстояние 2м, если при 1=0 х0=2м; уо~0.

Задача 23.2. Определить уравнения криволинейного движения заряженной 

частицы массой т в однородном электрическом поле с переменным 

напряжением. Сила поля, действующая на частицу, равна Р= А-со$(к1)н (А и к -  

чаданные постоянные, 1 -  время в с). Сила поля всегда направлена параллельно 

осих.

В начальный момент хд=а; уо=0; Х0 =0; у0 = у0 . Весом точки пренебречь.
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Задача 24.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р-5(1-1)н ( ( - в  с). Определить, через сколько времени тело ос

тановится, если в начальный момент скорость тела была равна 2,2 м/с и на

правлена в сторону действующей силы.

Задача 24.2. Точка весом Р  движется в вертикальной плоскости под 

действием силы отталкивания от оси у  (ось у  -  вертикальна); величина силы 

прямо пропорциональна расстоянию точки от оси, коэффициент про

порциональности равен к?т.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в начальный 

момент х0=а; у0=0; х0 =0; У0 = уа.

№25

Задача 25.1. Тело весом 4,9н движется горизонтально, начиная движение 

со скоростью у0=9 м/с, в среде, сила сопротивления которой Я=3 .м н, где у -  

скорость точки. Найти путь, пройденный точкой до остановки.

Задача 25.2. Заряженная частица, находясь в однородном электрическом 

поле переменного напряжения, движется в вертикальной плоскости под дейст

вием собственного весаР  и силы поля Р= А-зт(к1)кн {А к к -  заданные посто

янные, I -  время в с). Сила поля всегда параллельна горизонтальной оси X.

Определить уравнения движения частицы, если при 1*=0 точка находилась 

в начале координат, ее начальная скорость равна нулю.

№26

Задача 26.1. Тело весом Р=10н, брошенное вертикально вверх с начальной 

скоростью у0=10м/с, испытывает сопротивление воздуха, определяемое форму

лой Л=0,21? н, где V  — скорость тела. Определить^ на какую наибольшую 

высоту поднимется тело.
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Задача 26.2. Определить уравнения криволинейного движения точки 

массы т, на которую действует сила отталкивания от начала координат, про

порциональная расстоянию от него. Коэффициент пропорциональности равен 

к2т. При 1=0 х0=0; уо=а; Х0 =~; у0; у 0 =0. Весом точки пренебречь.

№27

Задача 27.1. Тело весом Р=4,9н движется по горизонтальной прямой под 

действием силы Р=(2-()н ( ( -  время в с). Определить скорость точки через б с 

после начала движения, если уо=0.

Задача 27.2. Тяжелая точка массой т движется в вертикальной плоскости 

иод действием силы отталкивания от оси у  (ось у  -  вертикальна). Величина 

силы пропорциональна расстоянию точки от этой оси, коэффициент 

пропорциональности равен к?т. Определить уравнения криволинейного 

движения точки, если в начальный момент х0=«; у  о- Ь; Уо=0.

№28

Задача 28.1. Тело весом 9,8н движется по горизонтальной прямой, испы

тывая сопротивление среды, пропорциональное квадрату скорости, коэффици-

п ' нент пропорциональности /1=0,2 —5 .
лГ /  с2

Определить расстояние, которое пройдет точка прежде, чем ее скорость 

станет в три раза меньше начальной.

Задача 28.2. Тяжелая точка весом Р движется в вертикальной плоскости 

под действием силы притяжения к оси у  (ось у  — вертикальна). Величина силы 

пропорциональна расстоянию от этой оси, коэффициент пропорциональности 

равен с.

Определить уравнения криволинейного движения точки, если в начальный

момент х0=а; у0=Ь; уо=0.
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3.2.1. Теорема об изменении кинетической энергии 

механической системы

Пример. К грузу 1 массы /и у прикреплена нерастяжимая нить, перебро

шенная через блок 2 массы т2> радиуса г2 и намотанная на боковую поверх

ность катка 3 массы т3 и радиуса г3. При движении груза 1 вниз по наклонной 

плоскости, расположенной под углом а к горизонту, вращается блок 2, а каток 3 

катится без скольжения вверх по наклонной плоскости, образующей с гори

зонтом угол /?. К блоку 2 приложен постоянный вращательный момент I ,  коэф

фициент трения качения катка 3 равен к, коэффициент трения скольжения груза 

1 по наклонной плоскости равен/ .  Определить скорость груза 1 в зависимости 

от пройденного им пути 8 , если в начальный момент система находилась в по

кое.
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3.2. Общие теоремы динамики механической системы

Решение.

Так как требуется определить скорость груза, то к решению задачи приме

ним теорему об изменении кинетической энергии механической системы в ко-

Витебский государственный технологический университет



печной форме: Т - Т д = ^ А ‘. (3,30)

Изобразим внешние силы, приложенные к системе: силы тяжести т ^ ,

тз8  груза, блока и катка, нормальная реакция Ы, наклонной плоскости, 

вращающий момент Ь, сила трения скольжения Ртр груза о наклонную плос

кость, реакция К2 оси блока 2 , Ы3 — нормальная реакция наклонной плоско

сти, смещенная относительно центра инерции С катка на величину коэффици

ента трения качения к в сторону движения (рис. 3.6).

Кинетическая энергия системы равна Г = 7)+ Т2+ Т3, (3.31)

где Т ь Т2, Т3 — соответственно,кинетическая энергия груза, блока и катка. 

Так как груз 1 движется поступательно, то Т, = т]у 12 /2 .

Кинетическую энергию блока 2, вращающегося вокруг неподвижной оси 

О, найдем по формуле Г; = ^оз2 /  2 , где момент инерции блока = т2г2 /  2,

угловая скорость блока со2 = К;/ г 2. Тогда Т2 = т2У / / 4.

Каток 3 совершает плоскопараллельное движение, его кинетическая энер

гия равна Т3 = т3У2/ 2  + 23оз3 /2 ,  где = т3г3 /2 .

Так как каток катится без скольжения, то скорость точки касания его с 

неподвижной плоскостью равна нулю, т.е. эта точка Р  является мгновенным

центром скоростей катка. Тогда имеем, что &>, = , у  = - I
ВР 2г3 2 '

0  т3 (У1'\2 т3г3 ( У; V  3 Т, 2Получим, что Т*=— -\ — \ + — = — т,У, .
3 2 V 2 )  4 у2г3)  16 3 1

Окончательно, кинетическая энергия системы

Т _ ЩУ? , ЩУ? 3 у 2 ^  8т, +4т2 + Зт3 2
2 4 16 3 1 16 1 ‘ (3.32)

В начальный момент система находилась в покое, поэтому Т0 = 0.

Найдем сумму работ внешних сил, приложенных к данной системе, при 

перемещении груза 1 на расстояние 51. При этом необходимо перемещения то

чек приложения этих сил выразить через 5.

Работа силы тяжести груза I: А(гп]§) = т}%8сох(90°-а) = тп^Ззта,
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Работа силы трения скольжения: Л(Ртр)  = -Ртр8.

Так как Ртр =/N1 = / т^Зсоза, то А(Ртр)  = -/т1%8соза.

Работа пары сил с вращающим моментом Ь\ А(1) = Ь-<р, где -  8/гг. 

Тогда А(Ь) - 1 —

124

Работа силы тяжести катка 3: А(т3§) = от# $«. соз(90 °+/3).

Перемещение 8С центра масс катка: 8С-  8 /  2.

Получим, что А(т3%) = - т3% (8/2) зт@,

Работа пары сил сопротивления качению катка 3:

А(МС) = -М с • <р3,

где Мс — момент пары сил сопротивления качению катка 3, причем 

МС=И3-к~т3ф  созр, <р3— угол поворота катка 3. Так как каток катится без 

скольжения, то его угол поворота ср3 = 8с/СР, или <р3 = 5 /(2 г3).

Учитывая, что в начальный момент система находилась в покое, имеем 

То=0. Тогда, с учетом значений (3.32) и (3.33), равенство (3.30) примет вид:

5
Тогда А(М<) = - т3% к 2  соз§

Окончательно, сумма работ внешних сил

(3.33)

Окончательно получим:

8т, +4т2 + Зт3
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3.2.2. Теорема об изменении кинетического момента

125

Пример 1.

По диаметру КЬ диска радиуса Л, вращающегося вокруг вертикальной 

оси, движется груз с постоянной относительной скоростью II, В момент вре

мени, когда груз находится в крайних положениях /У и Ь, его относительная 

скорость равна нулю, а угловая скорость диска равна ац. Определить угловую 

скорость диска в момент прохождения грузом центра С диска, если масса груза 

в четыре раза меньше массы диска. Груз считать точечной массой.

Проведем координатные оси так, чтобы начало координат совпадало с 

опорой А, а ось 2  совпадала с осью вращения. Изобразим внешние силы, дейст

вующие на рассматриваемую механическую систему (рис. 3.7);

ГИС. з . /

М% — сила тяжести диска, т§ — сила тяжести груза, Х А , УА , 2 А, Х в ,

Ув — составляющие реакций подпятника А и подшипника В. Применим тео

рему об изменении кинетического момента относительно оси 2\

Так как силы М% и т §  параллельны оси 2, а составляющие Х А , УА, 2 А , 

Х в , Ув пересекают эту ось, то главный момент внешних сил относительно оси

Решение.

I

(3.34)
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2  равен нулю. Имеем, что кинетический момент системы относительно оси 1 

остается неизменным, т.е. Кц = Кг2.

Определим кинетический момент данной системы в момент времени, ко

гда груз занимает крайнее положение (находится, например, в точке К), 

Кинетический момент данной системы относительно оси 2  равен:

К и - К Ь  + К ?,, (3.35)

где К§; — кинетический момент диска, К ^} — кинетический момйнт 

груза.

Кинетический момент диска, вращающегося вокруг оси 2: 

к 21~ ■/г; ' а 1> тде 4 / — момент инерции диска, который следует 

определить по теореме Гюйгенса-Штейнера.

4 /  = —  + Ж 2 =~  Ж 2. Тогда Ц ,  = 3/2 Ж 2со,.

В рассматриваемый момент времени относительная скорость груза равна 

нулю, поэтому кинетический момент груза К%2 -  • со,.

Момент инерции груза = т(ОК)2 -  —  (к.42^  =

Получим, что К ^, — -———со,.

Кинетический момент системы в этот момент времени

126

.2г. 3 , 2 /у/К. о
К2 ] = - Ш  со, + - у - со, = 2 Ж 2со,. (3.36)

Кинетический момент системы относительно оси 2  при среднем положе

нии груза равен алгебраической сумме кинетических моментов диска и груза, 

т.е. К22 = К§2 + К г/ 2.

Кинетический момент диска К§2 = ^\со2 = -  Ж 2со2.

Груз совершает сложное движение: движение груза по диаметру КЬ 

диска— относительное, вращение диска вокруг оси 2  — переносное.
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Кинетический момент груза относительно оси 1\ К%2 =тУак, где Уа — 

абсолютная скорость груза, к — кратчайшее расстояние от точки О до вектора 

абсолютной скорости груза. Вектор Уе переносной скорости груза направлен в 

сторону вращения диска перпендикулярно ОС, по модулю \У,\ = со2ОС = Ла2. 

Вектор Уг относительной скорости груза направлен вдоль диаметра КX. Приме

нив теорему о сложении скоростей точки Уа = Уе + К ,  получим, что для дан

ного положения груза абсолютная скорость равна алгебраической сумме пере

носной и относительной скоростей груза, т.е. К  = К  + Уг = Ла>2 + С, а вектор

Уа направлен вдоль радиуса СИ, совпадая по направлению с векторами Уе и Уг .

Тогда К г/ 2 = т(Ясо2 + {/)Л = — Л2ф2 + — ЛС.
4 4

Окончательно, кинетический момент системы при среднем положении 

фуза равен

Кп ^ Ш 2со2+^-Л2Ф2+ ~ Л и Л ш 2а2+^: Ки. (3.37)

Приравнивая значения (3.36) и (3.37), определим искомое значение угло-
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Пример 2.

Шарик А, находящийся в сосуде с жидкостью и прикрепленный с концу 

стержня АВ длины а, приводится во вращение вокруг вертикальной оси МЫ с 

начальной угловой скоростью со0. Сила сопротивления жидкости пропорцио

нальна угловой скорости вращения К = атсо, где т — масса шарика, а — ко- 

чффициеят пропорциональности. Определить, через какой промежуток времени 

угловая скорость вращения станет в два раза меньше начальной, а также число 

оборотов IV, которое сделает стержень с шариком за этот промежуток времени. 

Массу шарика считать сосредоточенной в его центре, М — масса стержня.
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Решение.

На данную механическую систему, состоящую из стержня АВ и шарика А, 

действуют силы тяжести стержня М §  и шарика т § , архимедова сила Р , сила

сопротивления .К, составляющие Х ы , У^ подшипника N  и составляющие Х ы ,

Ум , 2М подпятника М.  К решению задачи применим теорему об изменении 

кинетического момента механической системы относительно оси 2:

Моменты внешних сил М ^ , т 2 , Р , Х И, УИ , Х м , Ум , 2 и  относительно 

оси 2  равны нулю (как силы либо параллельные, либо пересекающие ось 2).

Определим кинетический момент механической системы относительно оси

(3.38)

Получим, ЧТО 2 т 2 { ^ к  ) -  - Р ' а = -ссто) • а. (3.39)

2: Кг = К $ в + К 2 ,  (3.40)

где К^ в — кинетический момент стержня АВ относительно оси 2, К? — 

кинетический момент шарика А.

(3.40)
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Кинетический момент стержня АВ во вращательном движении вокруг оси

129

у А В   гАВ _
2 : л 7 •&> =

Ма.2
■а.

Кинетический момент шарика А : К2 = 0% • © = « а 2 • а?.

Тогда получим, что К2 = ^ ~ -с о  + та2со = - +̂ >1 а 2 со. (3.41)

Подставив выражения (3.39) и (3.41) в (3.38), имеем:

(I ( М  + Зт 2 Л М  + Зт (Зсо— — -—  а со = -ст аю  или ---- :— а—  = -сапсо. п  47)
3 ) 3 Ж к ’

В дифференциальном уравнении (3.42) разделим переменные и проинтег

рируем полученное выражение:

М  + Зт йсо , М  + Зт а'о/[2 Доз г; ,
— ——  а —  = -атсИ и л и  о —  = -сет \ Ж.

3 со 3 „ со Iа>о О
В результате интегрирования последнего выражения найдем искомое зна-

_  _  (М  + Зт)а . .
чение времени Т: 1 = -—  ----- —1п2. 13 431

Запг 4 ’

Для определения числа N  оборотов стержня умножим правую и левую

/-. ..„ч , М  + Зт <Зсо,часть уравнения (3.42) на а<р:------— а— ад> = -атсоаср,
3 ас

й(р М  + Зт , ,
Учитывая, что —  = <о, получим: — -—  аасо = -стад). (3.44)

Проинтегрировав выражение (3.44), найдем значение угла поворота д> 

стержня за тот промежуток времени, когда угловая скорость вращения умень-

М  + Зт °е, ^ (М + Зтп)а
шится вдвое: — -— а }а&> = ~оссп ̂ ад>, откуда <р =  -------------®0.

3 т, о бат

Из формулы <р = 2%И найдем искомое значение числа оборотов:

..  (М  + Зт)аN  = -----------’—а>0.
12тсат 0
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3.2.3. Задачи для механических специальностей

№ 1

Задача 1.1. Тело А весом Р, положенное на гладкую наклонную плоскость, 

д начинает скользить вниз без начальной скорости. Пройд*

расстояние,равное 5, ударяется о пружину с коэффициен- 

том жесткости С. Определить, пренебрегая массой пру

жины, наибольшее сжатие ее, если угол наклона плоскости 

к горизонту равен а.

Задача 1.2. Однородный горизонтальный диск радиуса К и весом Р может 

вращаться вокруг неподвижной оси, проходящей через его центр. С какой угло

вой скоростью будет вращаться диск, если по его ободу будет двигаться точка
^2

по закону 5= —  .В  начальный момент система была в покое. Вес точки равен 

2 -
№ 2

Задача 2 .1 . На тело массы т, скользящее по горизонтальной прямой, дей

ствует сила притяжения к центру О, расположенному на этой прямой, Сила 

притяжения пропорциональна расстоянию тела от центра, коэффициент про

порциональности к?т. Считая, что движение тела началось из пункта,Мо, уда

ленного от центра О на расстояние /( с начальной скоростью у0) определить, 

пренебрегая трением, скорость тела в момент, когда оно находится на расстоя

нии 5 от центра О.

Задача 2.2. Однородная платформа весом Р и радиуса К вращается в гори

зонтальной плоскости вокруг вертикальной оси, проходящей через ее центр О, 

с угловой скоростью соо. На краю платформы стоят два человека весом и <2г 

(2з=^2Д  Как изменится угловая скорость платформы, если люди будут дви

гаться по краю платформы навстречу друг другу со скоростью и относительно
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платформы, полагая при этом, что человек весом ^1 идет в сторону вращения 

платформы?

№ 3

Задача 3.1. К системе блоков, изображенной на чер

теже, подвешены грузы Р я ^ ,  причем Р<2(). Определить 

скорость груза <2 в зависимости от расстояния к, если в 

начальный момент система находилась в покое и к=0. 

Массой блоков пренебречь.

Задача 3.2. Тело весом Р качается около оси О, проходящей через это тело 

на расстоянии ОС=/ от центра тяжести С. Определить момент инерции тела от

носительно оси, параллельной данной и проходящей через центр тяжести тела. 

Известно, что период малых колебаний тела равен Т.

№ 4

Задача 4.1. Механическая система, состоящая из груза И весом 2р, катка С 

и блока В одинакового веса Р  и радиуса г, приходит в движение из состояния 

покоя под действием сил тяжести. Считая известным угол Д  коэффициент тре

ния скольжения/груза Л по плоскости, коэффициент К  трения качения катка и

пренебрегая массой нитей, определить скорость 

груза А, когда он переместится на расстояние 5 в 

положение, изображенное на схеме штриховыми 

линиями. Каток и блок считать однородными круг

лыми дисками.

131

Задача 4.2. Деревянная доска длиной I и весом Р  может вращаться без тре- 
1111.

ния вокруг горизонтальной оси X. В некоторый момент в 

середину неподвижной доски попадает пуля весом Р, 

летевшая перпендикулярно к ней со скоростью у<>.
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Определить угловую скорость, которую приобретает доска в момент попадания

пули. Момент инерции доски ./*=
РГ
Зд

№ 5

Задача 5.1. Механическая система, состоящая из груза Л весом 2р, катка С 

и блока В  одинакового веса Р и радиуса г, приходит в движение из состояния 

покоя под действием сил тяжести. Считая, что коэффициент трения скольжения 

груза А по плоскости равен / ,  коэффициент трения качения катка С равен К, и 

пренебрегая массой нитей, определить скорость 

груза А , когда он переместится на расстояние 5  в по

ложение, изображенное на схемб штриховыми ли

ниями, /3=а. Каток и блок считать однородными 

круглыми дисками.

Задача 5.2. Кольцо радиуса К вращается вокруг вертикального диаметра с 

угловой скоростью ш0. В некоторый момент из наивысшей точки по кольцу на

чинает двигаться точка массы т. Найти отношение наибольшей угловой скоро

сти вращения кольца к наименьшей. Момент инерции кольца относительно оси 

вращения равен X

№ 6

Задача 6.1. Доска весом Р  положена на два однородных катка весом (2 ка- 

I—  -  —— ждый. На доску действует горизонтальная

сила Р . Считая, что в начальный моментТ Т Т У
> > I т т )>  / У Т В / / / 1  н ,ъып)иВЧт>)>1п>пппг11Ут>т1т  доска находится в покое, определить ско

рость в момент, когда она переместится на расстояние 5.

Задача 6.2. Однородный диск радиуса г совершает колебания вокруг гори

зонтальной оси, перпендикулярной к плоскости диска и отстоящей от центра 

диска на расстоянии г/2, Найти период малых колебаний диска.
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№ 7

Задача 7.1. Груз весом Р, привязанный к веревке, перекинутой через блок

который катится без скольжения по горизонтальной
Ии  плоскости, Найти скорость центра тяжести С 

цилиндра в тот момент, когда груз Р опустится на расстояние к. Вначале 

система находилась в покое. Весом блока пренебречь.

Задача 7.2. Момент инерции цилиндра относительно его геометрической 

оси равен Зг, радиус основания г. Известно, что цилиндр совершает N  оборотов 

в минуту. Определить постоянную тормозящую силу, которую нужно 

приложить к окружности цилиндра, чтобы остановить его через промежуток 

времени, равный 1 секунд.

№8

Задача 8.1 Катушка весом Р  и радиуса г перекатывается по горизонталь

ной плоскости посредством силы Р , приложенной к концу А

тушки относительно оси, проходящей через центр С, равен р. Коэффициент 

трения качения равен К.

Задача 8.2. Барабан весом 0» радиуса г приводится во вращение вокруг го

ризонтальной оси постоянным крутящим моментом. На барабан наматывается 

трос, к свободному концу которого подвешен груз весом Р. Пренебрегая массой 

троса, его растяжением и сопротивлением среды, определить скорость подъема

О, опускаясь под действием собственного веса, 

приводит в движение однородный цилиндр весом

нити, намотанной на барабан радиуса г/. Считая известным 

угол а, определить скорость центра масс катушки, когда он 

пройдет из состояния покоя расстояние 5. Радиус инерции ка-
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груза через I секунд после начала движения из состояния покоя. Масса барабана 

равномерно распределена по его ободу.
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№ 9

Задача 9.1. Перемещение катка А обеспечивается тросом лебедки, который

ние из состояния покоя постоянным крутящим моментом М, приложенным к 

колесу I. Однородный сплошной каток радиуса г весит 4Р. Общий вес барабана 

и колеса II равен 4Р, радиус инерции их относительно оси вращения р -г. Ко

лесо I  -  однородный сплошной диск весом Р радиуса г. Определить скорость 

центра масс катка А, когда приводное колесо I  сделает N  оборотов. Учесть со

противление качения катка А, коэффициент которого равен К.

Задача 9.2. Однородный диск радиуса К и весом <2 может вращаться без 

трения вокруг вертикального диаметра. В некоторый момент в точку непод

вижного диска, отстоящую на расстоянии К!2 от вертикального диаметра, попа

дает пуля, летящая перпендикулярно плоскости диска со скоростью V. Вес пули 

равен Р. Определить угловую скорость диска, которую он приобретает в мо

мент попадания пули.

Задача 10.1. Сани скатываются с наклонной плоскости, образующей угол 

а  с горизонтом, причем начальная высота саней равна к. Найти скорость саней

К. _! наматывается на барабан В, жестко связанный с зуб- 

дЧ) М чатым колесом II. Колесо 11 находится в зацеплении с 

приводным колесом I  . Система приводится в движе-

№ 1 0

С

в конце наклонной плоскости, а также расстояние х, 

которое сани пройдут до остановки по горизонталь

ной плоскости, если коэффициент трения по всему 

пути одинаков и равен / .
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Задача 10.2. Стержень, имеющий форму прямого угла ЛОВ, может вра

щаться вокруг своей вертикальной стороны АО. На горизонтальную его сто- 

с рону ОВ насажен груз С массы т. В начальный момент груз 

д находится на расстоянии / от точки О и системе сообщают уг- 

^Пуг ловую скорость а>0 вокруг оси АО. Найти зависимость между

Л угловой скоростью со и расстоянием ОС-Х, если момент
I
“  инерции стержня относительно оси АО равен 7г.

№ 1 1

Задача 11.1. Однородный цилиндрический каток радиуса Я вкатывается на 

наклонную плоскость. Скорость центра катка в начальный момент параллельна 

линии наибольшего ската наклонной плоскости и равна у0. Угол наклона 

плоскости к горизонту а, коэффициент трения качения равен К. Определить 

путь, пройденный осью катка до остановки, предполагая, что каток катится без 

скольжения.

Задача 11.2. Однородная платформа радиуса Л и весом Р вращается вокруг 

кортикальной оси, проходящей через центр платформы, с угловой скоростью то. 

11 начальный момент от центра платформы по диаметру в противоположные 

с гороны начинают двигаться материальные точки весом <2) ъ с одинаковой 

скоростью II относительно платформы. Определить угловую скорость 

платформы через ( секунд после начала движения этих точек.

№ 1 2

Задача 12.1. Груз А весом Р , , опускаясь вниз по гладкой наклонной плос

кости, образующей угол а  с горизонтом, приводит в движе

ние посредством невесомой и нерастяжимой нити, пере

брошенной через однородный блок С весом <2, груз В весом 

Я/. Определить,какое расстояние пройдет из состояния покоя груз А к моменту 

цремени, когда скорость груза В  станет равной к
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Задача 12.2. Однородная круглая горизонтальная пластина радиуса К и ве

сом 2  вращается с угловой скоростью то вокруг вертикальной 

оси, проходящей через ее центр, вместе с человеком весом Р, 

находящимся на расстоянии г от оси вращения. С какой скоро

стью будет вращаться платформа, если человек пойдет по ок

ружности радиуса г с постоянной относительной скоростью V в 

сторону противоположную вращению платформы?

№ 13

Задача 13.1. Два цилиндра одинакового веса и радиуса скатываются неза

висимо один от другого без проскальзывания по наклонной плоскости. Первый 

цилиндр — сплошной, масса второго равномерно распределена по ободу. 

Найти зависимость между скоростями центров тяжести цилиндров при опуска

нии их на одну и ту же высоту, считая, что в начальный момент цилиндры на

ходились в покое. Трение качения не учитывать.

Задача 13.2. Два человека весом Р каждый стоят на концах горизонталь

ной балки длиной 21 весом Р], вращающейся вокруг вертикальной оси, прохо

дящей через ее середину с угловой скоростью ш0. Как изменится угловая ско

рость балки, если оба человека переместятся по балке к оси вращения на рав

ные отрезки длиной 1/22 Сопротивлением движению пренебречь.

№ 14

Задача 14.1. Маятник, подвешенный к оси ОХ, состоит из 

однородного диска весом Р радиуса г и невесомого стержня ОБ 

длиной 2г. В положении равновесия центру тяжести С диска 

сообщили скорость Vо. На какой угол отклонится маятник?
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Задача 14.2. Горизонтальная балка АВ весом Р  и длиной 21 вращается во

круг вертикальной оси* проходящей через середину балки, с угловой скоростью 

о)0. В некоторый момент по балке от оси вращения начинают двигаться два че

ловека в противоположные стороны с постоянной скоростью С/ относительно 

балки. Вес людей: Р[=1/4Р; Р2=1/2Р. Определить угловую скорость балки через 

I секунд после начала движения людей. Сопротивлением движению пренеб

речь.

№ 15

Задача 15.1. Гусеничная тележка, состоящая из двух однородных катков 

весом 0  каждый и гусеницы весом Р, скатывается без 

начальной скорости с наклонной плоскости, образующей 

угол а  с горизонтом. Какое расстояние 5  пройдет тележка 

по наклонной плоскости к моменту времени, когда ее 

скорость станет равной V?

Задача 15,2. На шкив радиуса г намотана нить, к концу кото

рой привязан груз весом Р. Опускаясь, груз вращает шкив с угло

вым ускорением С. Пренебрегая весом нити, определить момент 

инерции шкива относительно оси О.

№ 16

Задача 16.1. Катушка весом Р и радиуса г перекатывается по плоскости 

Л Р посредством горизонтальной силы р ,  приложенной к 

концу А нити, намотанной на барабан радиуса г2. 

гтгпг Определить скорость центра масс катушки, когда она 

пройдет из состояния покоя расстояние 8. Радиус инерции катушки 

относительно оси, проходящей через центр С, равен р. Коэффициент трения 

качения равен К.
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Задана 16.2. На барабан весом О, радиуса г намотана невесомая нерастя

жимая нить, к концу которой подвешен груз весом Р. Система дви- 

. жется под действием силы тяжести груза. Учитывая момент сил со

противления среды, пропорциональный угловой скорости барабана 

[р| М:§=кт), определить угловую скорость барабана через I секунд после 

начала движения из состояния покоя. Масса барабана равномерно распределена 

по ободу.

№ 17

Задача 17.1 Перемещение тела А обеспечивается тросом лебедки, который 

наматывается на барабан В, жестко связанный с зуб

чатым колесом II. Колесо И  находится в зацеплении с 

приводньм колесом I. Система приводится в 

движение из состояния покоя постоянным крутящим 

моментом М, приложенным к колесу I. Вес груза А 

равен 4Р. Общий вес барабана и колеса II  равен 2Р, радиус инерции их 

относительно оси вращения р=г. Колесо / — однородный диск весом Р радиуса 

г. Определить скорость центра масс тела А, когда приводное колесо I  сделает N  

оборотов, считая известным угол а. Трением пренебречь.

Задача 17.2. Однородный шар радиуса К и веса 2  может вращаться вокруг 

вертикального диаметра. С какой угловой скоростью будет вращаться шар, если 

по большому горизонтальному кругу начинает движение материальная точка 

весом Р с относительной скоростью 1Л В начальный момент шар и точка нахо

дятся в покое; Момент инерции шара относительно оси, направленной вдоль

.  20Р2 диаметра, Уг= — .
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Задача 18.1. Однородный диск радиусом К и весом Р жестко насажен на 

цюшндрический вал радиусом г и поддерживается двумя 

нитями, намотанными на вал. Определить скорость цен

тра диска, когда он опустится на расстояние 5. Весом вала 

пренебречь.

Задача 18.2. Шкив радиуса г и весом <2 приводится во вращение с помо

щью ременной передачи, натяжения ветвей которой равны 

Т1 и Т2 (Т]>Тз). Момент сил сопротивления равен М. 

Определить угловое ускорение шкива е, считая, что масса 

его равномерно распределена по ободу.

№ 19
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№18

Задача 19.1. Однородный цилиндр радиуса Л и весом Р  посередине обмо- 

тан тбким  невесомым тросом, конец которого закреплен в не

подвижной точке А. Определить скорость V оси цилиндра в зави- 

симости от пройденного при падении расстояния 5. Кроме того, 

определить ускорение оси и натяжение троса.

□

Задача 19.2. Через блок весом <2 перекинута гибкая нить, к 

концам которой прикреплены грузы весом Р; и Р2 (Р1>Рз). Пренеб

регая весом нити, определить ускорение грузов, считая, что масса 

блока равномерно распределена по его ободу.

№ 2 0

□

Задача 20.1. Тяжелый канат длиной Ь, обвивающий блок радиуса 

г, свешивается одним концом на длину 1а. Какую угловую скорость а  

приобретет блок, когда длина свешивающейся части станет равной X? 

Момент инерции блока относительно оси вращения А, вес единицы 

длины каната д.
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Задача 20.2. Определить период малых колебаний физического маятника, 

представляющего собой однородный диск радиуса г, колеблющийся вокруг 

горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска и проходящей через 

точку на ободе диска?

№ 2 1

Задача 21.1. Два груза весом и Р2, соединенные тросом, перекинуты че

рез блок С и находятся на шероховатых 

наклонных плоскостях, образующих углы 30° и 

60° с горизонтом. Пренебрегая весом троса и 

блока, определить скорость грузов к моменту, 

когда груз Р] опустится на высоту И. Коэффициент трения груза о плоскость 

равен/

Задача 21.2. Шкив радиуса К и весом <2 вращается вокруг вертикальной 

оси, проходящей через центр шкива, перпендикулярно его плоскости с угловой 

скоростью соо- Через сколько времени угловая скорость шкива уменьшится 

вдвое, если момент торможения равен М=ка>г. Массу шкива считать 

равномерно распределенной по его ободу.

№ 2 2

Задача 22.1. Два однородных цилиндра весом Р, и Р2 соединены беско

нечным ремнем. К ведущему цилиндру весом Р] и 

радиусом Д] прикладывается вращающий момент М. 

Пренебрегая весом ремня, определить, сколько 

оборотов N  сделает ведущий цилиндр, когда его угловая скорость станет 

равной а.

Задача 22.2. Шкив радиуса Я и весом Р  вращается вокруг вертикальной 

оси, проходящей через ц е т р  шкива перпендикулярно к его плоскости с 

угловой скоростью со о. Через сколько оборотов угловая скорость шкива
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уменьшится в 4 раза, если момент сил торможения равен М=ка?7 Массу шкива 

считать равномерно распределенной по ободу.
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№ 23

Задача 23.1. Механическая система, состоящая из груза А весом 2Р, катка 

5  С весом Р и радиуса г, приводится в движение из 

состояния покоя крутящим моментом М=6Р2 ,

коэффициент трения качения К  катка. Трением скольжения груза о плоскость и 

массой канатов пренебречь. Барабан и каток — однородные круглые диски.

Задача 23.2. Два человека равного веса Р стоят на горизонтальной балке 

длиной 21 и весом 0. Один человек стоит в центре балки, а другой — на ее 

конце. Балка вращается вокруг вертикальной оси, проходящей через середину 

балки, с угловой скоростью соо- Затем люди начинают движение навстречу друг 

другу с одинаковой скоростью относительно балки. Определить угловую 

скорость балки в момент встречи людей. Сопротивлением движению 

пренебречь.

Задача, 24.1. Механическая система, состоящая из груза А весом 2Р, 

катка С весом Р радиуса г и барабана В  весом Р  радиуса

если известны коэффициент трения скольжения /  груза А и коэффициент 

трения качения К  катка С. Массой канатов пренебречь, каток и барабан считать 

однородными круглыми дисками.

приложенным к барабану. Определить угловую скорость 

барабана, когда он делает N  оборотов. Известны угол а  и

№24

г, приводится в движение из состояния покоя крутящим 

моментом М=бР2, приложенным к барабану. Определить 

угловую скорость барабана, когда он делает N  оборотов,
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Задача 24.2 Горизонтальная трубка весом 0  и длиной 21 вращается вместе 

с находящимся внутри шариком весом Р вокруг вертикальной оси, проходящей 

через конец трубки, с угловой скоростью т0. В начальный момент шарик нахо

дится на расстоянии 1 от оси вращения и его относительная скорость равна 

нулю. Определить угловую скорость вращения точки в момент, когда шарик 

вылетит из него.

№25

Задача 25.1. Колесо А весом 2> скатываясь по наклонной плоскости под 

углом а  к горизонту, посредством невесомой 

нити, переброшенной через блок С, поднимает 

груз В весом Р. Какое расстояние 8  пройдет груз В 

по наклонной плоскости, наклоненной под углом @ к горизонту, когда центр О 

колеса А приобретет скорость V? Колесо и блок считать дисками одинакового 

веса и радиуса. Трением пренебречь.

Задача 25.2. Стержень длиной 1 и весом Р вращается в горизонтальной 

плоскости вокруг оси, проходящей через его середину. Момент сил 

сопротивления при вращении стержня Мсопр=ксо\ В начальный момент 

стержню была сообщена угловая скорость со„. Через сколько оборотов N  

угловая скорость уменьшится вчетверо?

№26

Задача 26.1. Груз весом Р, спускаясь вниз посредством нерастяжимой 

нити, перекинутой через блок С, приводит в 

движение ступенчатый диск А, момент инерции 

которого относительно центра О равен 1а, вес а 

радиус К. Определить скорость груза к моменту, 

когда он пройдет из состояния покоя расстояние 5, если радиус барабана, на 

который намотана нить, равен г. Весом блока пренебречь.
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Задача 26.2. Стержень длиной I и весом Р  может вращаться в горизонталь

ной плоскости вокруг оси, проходящей через середину. К неподвижнрму 

вначале стержню приложен постоянный момент М. Через сколько времени Т 

стержень приобретет заданную угловую скорость еот , если момент сил 

сопротивления Мсопр.ка> (.М>ка>)1

Задача 27.1. Цепочка длиной I и весом 2  лежит на горизонтальном глад-

А ее окажется на краю стола.

Задача 27.2. Груз А весом Л , опускаясь вниз, приводит в движение по-

Задача 28.1. Груз весом Р, опускаясь вниз, приводит в движение каток А

однородными дисками одинакового веса и радиуса.

Задача 28.2. Однородному полому цилиндру, имеющему внешний радиус 

Я и вес Р, насаженному на вал радиуса г, сообщена начальная угловая скорость 

ю0. Через сколько времени цилиндр остановится, если коэффициент трения 

равен /?

№27

I  система находится в покое, а конец В  цепочки -  на краю 

стола. Определить скорость у цепочки в момент, когда конец

ком столе. К концу цепочки привязан груз весом Р. Вначале

| ный блок С весом 2 , груз В весом Р2. Определить ускорение 

1~ д  грузов, пренебрегая трением скольжения.

-.С средством невесомой нити, переброшенной через однород-

№28

радиуса г и весом 0  посредством невесомой и нерастяжимой 

нити, перекинутой через блок В. Какую скорость приобретет 

^  груз из состояния покоя, когда он опустится на высоту И, если 

коэффициент трения качения равен № Каток и блок считать
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№ 2 9

Задача 29.1. Доска весом Р  положена на два однородных катка весом ^

момент, когда она переместится на расстояние 5.

Задача 29.2. Однородный диск радиуса г совершает колебания вокруг го

ризонтальной оси, перпендикулярной к плоскости диска и отстоящей от центра 

диска на расстоянии г/2. Найти период малых колебаний диска.

Задача 30.1. На какое расстояние может вкатится по наклонной плоско

сти однородный диск, центр которого в начальный момент обладает скоростью 

К» параллельной наклонной плоскости? Угол наклона плоскости к горизонту 

равен а, трения качения не учитывать.

Задача 30.2. Стержень длиной I и весом Р вращается в горизонтальной 

плоскости вокруг оси, проходящей через его конец. Стержень испытывает при 

этом сопротивление воздуха. Момент сил сопротивления относительно оси 

вращения прямо пропорционален квадрату угловой скорости стержня, коэффи

циент пропорциональности равен к. В начальный момент стержню была сооб

щена угловая скорость т0. Определить, через какой промежуток времени 

скорость стержня уменьшится вдвое.

р каждый. На доску действует горизонтальная сила 

Р , Считая, что в начальный момент доска 

находится в покое, определить ее скорость в

№30
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3.2.4. Задачи для немеханических специальностей

1 4 5

№ 1

Задача 1.1 Горизонтальной круглой платформе радиуса К весом Р, имею

щей вертикальную ось вращения, проходящую через центр 

в платформы О, сообщается скорость (щ. Человек А весом д, на

ходившийся в начальный момент в центре платформы, идет 

вдоль радиуса ОБ. Найти угловую скорость платформы как 

функцию расстояния ОА =Х, принимая платформу за однородный диск.

Задача 1.2. Ползун А весом Р  может двигаться без трения по горизонталь

ной направляющей Ш5 под действием пружины 

жесткостью С, закрепленной в точке В. Определит^ 

с какой скоростью ползун придет в точку А/, если в 

начальный момент времени он находился в покое в 

точке Ао, причем АдА^З. Принять, что когда ползун находился в положении А0, 

пружина не деформирована и ее длина равна 1.

№ 2

Задача 2.1. На однородный шкив радиуса г весом д , вращающийся вокруг 

/ "  N. горизонтальной оси О, навернута веревка, к которой привязана гиря 

, А - }  весом Р. В начале система находилась в покое. Найти угловую ско

рость шкива в тот момент, когда гиря опустится на расстояние к. 

Весом веревки и трением на оси пренебречь.
И

Задача 2.2. Вдоль образующей однородного круглого конуса массой М, 

ось которого вертикальна и вершина обращена вверх, просверлен 

канал. Конусу сообщают угловую скорость соо вокруг его оси и 

одновременно с этим опускают в верхнее отверстие канала шарик 

массой т, не сообщая ему начальной скорости. Какова будет уг-
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ловая скорость конуса в момент, когда шарик вылетает из канала? Момент

Задача 3.1. К системе блоков, изображенной на чертеже, подвешены грузы

““\....... Р и 2, причем Р<2(). Определить скорость груза ^  в зависимости
/■ч

от расстояния И, если в начальный момент система находилась в 

покое и к=0. Массой блоков пренебречь.

Задача 3.2. Тело весом Р  качается около оси О, проходящей через это тело 

на расстоянии ОС=1 от центра тяжести С. Определить момент инерции тела от

носительно оси, параллельной данной и проходящей через центр тяжести тела. 

Известно, что период малых колебаний тела равен Т.

№ 4

Задача 4.1. Горизонтальная трубка ОА весом Р и длиной 21 вместе с шари- 

/1 ком, находящимся в ней на расстоянии I от конца

вращается по инерции вокруг вертикальной оси, проходящей через точку О, с 

постоянной угловой скоростью Фо. Затем нить пережигается. Определить угло

вую скорость вращения трубки в тот момент, когда шарик вылетает из нее. Вес 

шарика <2- При определении момента инерции трубку можно считать однород

ным стержнем.

О,
О и привязанным нитью к этому концу, сначала

Задача 4.2. Однородный каток радиуса К катится без скольжения по гори

зонтальной плоскости. Начальная скорость его центра равна у0. Какое расстоя

ние 5  каток пройдет до остановки, если коэффициент трения качения равен А?
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а
Задача 5.1. Однородный цилиндрический каток веса Р катится без сколь

жения по горизонтальной поверхности, перемещая 

за собой груз весом связанный с осью катка ве

ревкой. В начальный момент оси катка сообщается скорость % Найти, на ка

ком расстоянии остановится каток, если коэффициент трения между грузом ^  

и землей равен/  Трением качения пренебречь.

Задача 5.2. На неподвижное вначале маховое колесо весом Р  и радиуса Я 

действует пара сил с моментом М, плоскость которой перпендикулярна к оси 

колеса. Через сколько времени колесо приобретет угловую скорость в и оборо

тов в минуту, считая, что масса колеса равномерно распределена по ободу?

№ 6

Задача 6.1. Однородный диск радиуса Я совершает малые колебания во

круг горизонтальной оси, перпендикулярной к плоскости диска и отстоящей от 

центра диска на расстоянии Я/2. Найти период малых колебаний диска,

Задача 6.2. Доска весом Р положена на два однородных катка весом ^  

_ ?  каждый. На доску действует горизонтальная 

сила. Считая, что в начальный момент доска 

находится в покое, определить ее скорость в 

момент, когда она переместится на расстояние 8. Скольжение между доской и 

катками, а также между катками и горизонтальной плоскостью отсутствует.

147
№ 5

№ 7

Задача 7.1. Груз весом Р, привязанный к веревке, перекинутой через блок 

О, опускаясь под действием собственного веса, 

приводит в движение однородный цилиндр весом (), 

который катится без скольжения по горизонтальной

&

Витебский государственный технологический университет



плоскости. Найти скорость центра тяжести С цилиндра в тот момент, когда груз 

Р  опустится на расстояние к. Вначале система находилась в покое. Весом блока 

пренебречь.

Задача 7.2. Момент инерции цилиндра относительно его геометрической 

оси равен /г. радиус основания г. Известно, что цилиндр совершает и оборотов 

в минуту. Определить постоянную тормозящую силу, которую нужно прило

жить к окружности цилиндра, чтобы остановить его через промежуток времени, 

равный г секунд.

№ 8

Задача 8.1. На какое расстояние б1 может вкатиться по наклонной плос

кости однородный диск, центр которого в начальный момент обладает парал

лельной наклонной плоскости скоростью V̂  ̂Угол наклона плоскости к гори

зонту равен а. Трения качения не учитывать.

Задача 8.2. Стержень длиной I и весом Р вращается в горизонтальной 

плоскости вокруг оси, проходящей через его конец. Стержень испытывает при 

этом сопротивление воздуха. Момент сил сопротивления относительно оси 

вращения прямо пропорционален квадрату угловой скорости стержня, коэффи

циент пропорциональности равен к. В начальный момент стержню была сооб

щена угловая скорость со0. Определить, через какой промежуток времени 

угловая скорость стержня уменьшится вдвое.

№ 9

Задача 9.1. Определить период малых колебаний физического маятника, 

представляющего собой однородный диск радиуса К, колеблющийся около го

ризонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска. Ось проходит через 
точку на ободе диска,
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Задача 9.2. На однородный сплошной цилиндр с массой т/ навит трос, к 

концу которого подвешен груз с массой тг. Груз соединен с непод

вижным основанием пружиной с жесткостью С. Поворачивая ци

линдр, груз поднимают до положения, при котором пружина растя

нута на длину 3, и отпускают без начальной скорости. Определить 

скорость груза в положении, при котором упругое усилие в пружине отсутст

вует.

№ 1 0

Задача 10.1. Сани скатываются с наклонной плоскости, образующей угол 

а  с горизонтом, причем начальная высота саней 

равна Ь. Найти скорость саней в конце наклонной 

д с  плоскости, а также расстояние к, которое сани

х ] пройдут до остановки по горизонтальной плоско

сти, если коэффициент трения по всему пути одинаков и равен/.

Задача 10.2. Стержень, имеющий форму прямого угла ЛОВ, может вра- 

0  ̂ щатъся вокруг своей вертикальной стороны АО. На гори-

^  зонталвную его сторону ОВ насажен груз С массы т. В на-

А чальный момент груз находится на расстоянии / от точки

О, и системе сообщают угловую скорость щ  вокруг оси 

АО. Найти зависимость между угловой скоростью со и расстоянием ОС-Х, если 

момент инерции стержня относительно оси АО равен Аг-

149

№ 1 1

Задача 11.1. Груз весом Л» спускаясь вниз, приводит в движение груз В 

весом ?2 посредством невесомой и нерастяжимой
чС

т г т г г г г г т г г нити, переброшенной через однородный блок С весом 

Определить скорость движения грузов, когда груз 

|^ [  А опустится на расстояние к. Вначале система была 

неподвижной.
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Задача 11.2. Однородный диск радиуса Я совершает малые колебания во

круг горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска и отстоящей от 

центра диска на расстоянии /= %  Я. Определить период колебаний диска.

№ 1 2

Задача 12.1. Груз А весом Р/, опускаясь вниз по гладкой наклонной плос

кости, образующей угол а  с горизонтом, приводит в дви

жение посредством невесомой и нерастяжимой нити, пе

реброшенной через однородный блок С весом груз В 

весом Р2. Определить, какое расстояние пройдет из состояния покоя груз А к 

моменту времени, когда скорость груза В станет равной V.

Задача 12.2. Однородная круглая горизонтальная пластина радиуса Л и ве

сом ^  вращается с угловой скоростью щ  вокруг вертикальной 

оси, проходящей через ее центр, вместе с человеком весом Р, 

находящимся на расстоянии г от оси вращения. С какой ско

ростью будет вращаться платформа, если человек пойдет по 

окружности радиуса г с постоянной относительной скоростью 

у в сторону противоположную вращению платформы?

№ 13

Задача 13.1. Однородный диск радиуса Я совершает малые колебания во

круг горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска и отстоящей от 

центра диска на расстоянии Найти период малых колебаний диска.
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Задача 13.2. Стержень весом 2  лежит на трех однородных катках весом Р

перемещение стержня за промежуток времени, когда его скорость возрастет от 

О до к  Скольжение между стержнем и катками, а также между катками и гори

зонтальной плоскостью отсутствует.

Задача 14.1. Однородный диск радиуса Л совершает малые колебания во

круг горизонтальной оси, перпендикулярной плоскости диска, с периодом

Т= 3я^%  . Определить расстояние ОС между центром диска С и точкой под

веса О, которая находится на горизонтальной оси.

Задача 14.2. На тележке, состоящей из двух однородных катков весом 0

каждый. К стержню приложена сила Р , приво

дящая в движение стержни и катки: Определить

Кг 14

каждый и платформы, лежит груз весом Р. Пренеб

регая весом платформы, определить, с какой на

чальной скоростью Ур нужно толкнуть тележку, 

чтобы она прошла расстояние 5* вверх по наклонной

плоскости, образующей с горизонтом угол а.

№ 15

Задача 15.1. На шкив радиуса Я намотана нить, к концу ко

торой привязан груз весом Р. Опускаясь, Груз вращает шкив с 

угловым ускорением €. Пренебрегая весом нити, определить

0У] момент инерции шкива относительно горизонтальной оси О.

Задача 15.2. Прямоугольная дверь шириной I закрывается при помощи 

груза весом Р, веревки и идеального блока. Определить угловую скорость 

двери в момент закрытия, если в момент, когда она была открыта на угол
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(р=60°, груз был отпущен без начальной скорости. Принять 

АВ=АС, трением пренебречь. Момент инерции двери 

относительно ее оси вращения равен 7,

№ 16

Задача 16.1. Тележка, имеющая четыре колеса массой т каждое, нахо

дится под действием постоянной силы Р, направленной параллельно рельсам. 

Найти скорость тележки после того, как она пройдет путь 51. Колеса считать од

нородными дисками, катящимися без скольжения. Масса тележки (без колес) 

равна М. Трением качения пренебречь.

Задача 16.2. Два груза весом Р, и Р2 подвешены на двух 

гибких нерастяжимых нитях, которые навернуты, как указано 

на чертеже, на барабаны, имеющие радиусы г2 и г2, и 

насажены на общую ось. Определить ускорение груза весом 

д  ^ Р2, пренебрегая массой нитей и барабанов. Р2>Р].

№ 17

Задача 17.1. Груз А весом Рь опускаясь вниз, приводит в движение 

посредством невесомой нити, переброшенной через 

однородный блок С весом (), груз В  весом Р2. 

Определить ускорение грузов, пренебрегая трением 

скольжения.

ттттУгтттттгПу'Гй

а

Задача 17.2. Тело скользит по наклонной плоскости АВ, начав движение 

без начальной скорости, пройдя путь 5) до точки В, 

поднимается по наклонной поверхности ВС. Счи- 

тая, что в точке В вследствие небольшого захругле-
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ния не происходит потери скорости, определить, какое расстояние пройдет тело 

до остановки, если углы наклона плоскостей равны и а2 , а коэффициент 

трения/

№ 18

Задача 18.1. Шкив радиуса Я и весом приводится во вращение с помо

щью ременной передачи, натяжения ветвей которой 

равны ТI и Тг (Т{>Т}). Момент сил сопротивления равен 

М  Определить угловое ускорение шкива В, считая, что 

масса его равномерно распределена по ободу.

Задача 18.2. Груз А с массой т/, падая, приводит в движение по горизон

тальной плоскости груз В с массой т посредством бло

ков С и и нити, охватывающей блок С и переброшен

ной через блок О. Пренебрегая массой нити и блоков, 

определить скорость груза А в зависимости от переме

щения 51 груза В, коэффициент трения которого о плос

кость равен /

№19

Задача 19.1. Через блок весом <2 перекинутая гибкая нить, 

к концам которой прикреплены грузы весом Р] и Р2. Пренебре

гая весом нити, определить ускорение грузов, считая, что масса 

блока равномерно распределена по его ободу,

Задача 19.2. К шкиву радиуса Я и массой т, приложена пара сил с момен

том М. Шкив с помощью нити, параллельной гладкой 

наклонной плоскости, составляющей угол а  с гори

зонтом, перемещает груз массой т3. Определить, 

сколько оборотов сделает шкив из состояния покоя до
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приобретения угловой скорости т. Массу шкива считать равномерно 

распределенной по его ободу. Массой нити пренебречь.

№ 2 0

Задача 20.1. Груз весом Р поднимается с помощью троса, намотанного на 

М барабан радиуса г и весом 2. Сколько оборотов сделает барабан к 

моменту, когда скорость груза станет равной к  Барабан считать 

однородным круглым цилиндром. Весом троса пренебречь. К ба

рабану приложен постоянный вращающий момент М.

Задача 20.2. С помощью лебедки, к валу которой приложен вращающий 

момент М, передвигается груз весом Р  по горизонталь-

154

ной шероховатой поверхности. Трос параллелен плос

кости. Определить угловое ускорение В вала, если его 

масса равномерно распределена по ободу радиуса К, а коэффициент трения 

груза о плоскость равен/. Весом троса и его расстоянием от плоскости пренеб

речь. Вес вала равен 0 .

№ 2 1

Задача 21.1. Два груза весом Р/ и Р2, соединенные тросом, перекинутым 

через блок С, находятся на шероховатых наклон

ных плоскостях, образующих углы 30° и 60° с го- 

,̂ гг ризонтом. Пренебрегая весом троса и блока, оп

ределить скорость 1рузов к моменту, когда 1руз Р\ опустится на высоту к. Ко

эффициент трения грузов о плоскость равен/

Задача 21.2. Шкив радиуса К и весом ^  вращается вокруг вертикальной 

оси, проходящей через центр шкива перпендикулярно его плоскости, с угловой 

скоростью ®о■ Через сколько времени угловая скорость шкива уменьшиться
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«двое, если момент сил торможения равен М=ксо31 Массу шкива считать равно

мерно распределенной по его ободу.

Задача 22.1. Два однородных цилиндра весом Р1 и Р2 соединены беско-

сколько оборотов N  сделает ведущий цилиндр, когда его угловая скорость ста

нет равной т.

Задача 22.2. Шкив радиуса К и весом Р вращается вокруг вертикальной 

оси, проходящей через центр шкива перпендикулярно к его плоскости, с угло

вой скоростью Фо■ Через сколько оборотов угловая скорость шкива уменьшится 

в 4 раза, если момент сил торможения равен М -кал2? Массу шкива считать 

равномерно распределенной по ободу.

Задача 23.1. Однородный диск радиуса Я и весом Р  вращается вокруг вер

тикальной оси, проходящей через центр диска, перпендикулярной к его плоско

сти, с угловой скоростью ф 0. Через сколько оборотов его угловая скорость 

уменьшится вдвое, если момент сил торможения равен М=кйЛ

Задача 23.2. Тяжелый однородный стержень ОА длиной I, надетый своим 

\  концом О на ось, вокруг которой он может вращаться в вертикаль- 

л н ш ч А »  ной плоскости, находится в положении устойчивого равновесия.

№ 2 2

нечным ремнем. К ведущему цилиндру весом Р\ 

и радиусом Я1 прикладывается вращающий мо

мент М. Пренебрегая весом ремня, определить,

№ 23

Какую скорость надо сообщить другому концу А стержня для того, 

чтобы он сделал четверть оборота?
А
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Задача 24.1. Однородный диск радиуса Я и массой т вращается вокруг 

вертикальной оси, проходящей через центр диска перпендикулярно к его плос

кости, с угловой скоростью то. Через какой промежуток времени угловая ско

рость диска.уменьшится в три раза, если момент сил торможения равен М=ка?г!

Задача 24.2. Эпициклический механизм, расположенный в горизонтальной 

плоскости, состоящий из двух дисков одинакового 

радиуса К и веса Р, приводится в движение кривоши

пом О А. Какой постоянный вращающий момент М 

нужно приложить к кривошипу ОА для того, чтобы 

он, сделав N  оборотов, имел угловую скорость оЯ Весом кривошипа пренеб

речь.

№ 25

Задача 25.1. Колесо А весом скатываясь по наклонной плоскости под 

ДГ углом а  к горизонту посредством невесомой

^  ^  и нерастяжимой нити, переброшенной через

блок С, поднимает груз В весом Р, Какое рас

стояние 5  пройдет груз В  по наклонной плос

кости, наклоненной под углом /? к горизонту, когда центр О колеса А приобре

тет скорость Р? Колесо и блок считать дисками одинакового веса и радиуса. 

Трением пренебречь.

Задача 25.2, Стержень длиной I и весом Р  вращается в горизонтальной 

плоскости вокруг оси, проходящей через его середину. Момент сил 

сопротивления при вращении стержня Мсв„р~ка/ .  В начальный момент 

стержню была сообщена угловая скорость о)0. Через сколько оборотов N 

угловая скорость уменьшится вчетверо?
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№ 24
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№ 26

Задача 26.1. Груз весом Р, опускаясь вниз посредством нерастяжимой ни-

пройдет го состояния покоя расстояние 8, если радиус барабана, на который 

намотана нить, равен г. Весом блока пренебречь.

Задача 26.2 Стержень длиной I и весом Р  может вращаться в горизонталь

ной плоскости вокруг оси, проходящей через его середину. К неподвижному 

вначале стержню приложен постоянный момент М. Через сколько времени 1 

стержень приобретет заданную угловую скорость соп если момент сил сопро

тивления МСопр-коЯ (М>ка>).

Задача 27.1. Диск радиуса К и весом Р вращается вокруг вертикальной 

оси, проходящей через центр диска перпендикулярно к его плоскости, с угло

вой скоростью Фо- Через сколько времени угловая скорость диска уменьшится 

втрое, если момент сил торможения равен М=каЛ Массу диска считать равно

мерно распределенной по его ободу.

Задача 27.2. К катку А приложен постоянный вращающий момент М. При

покоя к моменту времени, когда его скорость станет равной V. Каток — одно

родный диск радиуса К и весом масса блока распределена по его ободу. Вес 

блока (>.

ти, перекинутой через блок С, приводит в движение 

ступенчатый диск А, момент инерции которого 

относительно центра О равен У0> вес радиус К. 

Определить скорость груза к моменту, когда он

№27

гг »  I I I I ) г , - г

качении каток посредством невесомой не

растяжимой нити, переброшенной через 

блок В, поднимает груз весом Р. Определит^ 

какое расстояние пройдет груз из состояния
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№ 28

Задача 28.1. Стержень длиной / и весом Р может вращаться в горизон

тальной плоскости вокруг оси, проходящей через его конец, К неподвижному 

вначале стержню приложен вращающий момент М=сот(. Определить, через 

сколько оборотов N  стержень приобретет заданную угловую скорость шц, если 

момент сил сопротивления Мс=ка?1

Задача 28.2. Два шкива с массами гп] и т2 соединены бесконечным рем-

какую скорость приобретет ведущий шкив после того, как сделает N  оборотов. 

Массы обоих шкивов распределены по их ободьям.

3.3. Принцип возможных перемещений. Принцип Даламбера 

3.3.1. Принцип возможных перемещений

нем. К ведущему шкиву с массой т\ и ра

диусом К) приложена пара сил с моментом 

М. Пренебрегая массой ремня, определить,

Пример.

Механизм
С

Рис. 3.9

находится под 

действием взаим

но уравновеши

вающихся сил. 

Определить ко

эффициент уп

ругости пружины, 

если ОА=25см, Р= 

=400н, М=200нм, 

деформация пру

жины А -2см.
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Решение.

Данный механизм находится в равновесии под действием пары сил с за

данным моментом М, силы Р  и силы упругости Р  пружины. Предполагая, что 

пружина сжата, сообщим системе возможное перемещение. Кривошип ОА по

лучит возможное , угловое перемещение 8ср, возможное перемещение точки <55,4 

точки А направлено перпендикулярно кривошипу ОА, возможное перемещение 

83в точки В перпендикулярно стержню О1В. Уравнение работ, выражающее 

принцип возможных перемещений, имеет вид:

^ 8А = М -8< р-Р ■ 88л - Рсоз30° ■ 88в = 0. (3.45)

Найдем зависимость между возможными перемещениями, учитывая, что 

зависимость между возможными перемещениями точек системы такая же, как 

между соответствующими скоростями точек.

Возможное перемещение <58А -  ОА • ёср. (3.46)

Проекции возможных перемещений 63А и 83в точек А и В на прямую АВ 

равны между собой:

<55л • соз30° = д8в ■ созбО0, откуда 83в= 85л лГз = ОАё<р\И. (3.47)

Зависимость между 884 и 88в можно найти, построив мгновенный центр 

вращения С звена АВ, который лежит на пересечении перпендикуляров, 

восставленных из точек А и В к направлениям 88а и 68в. Тогда возможные 

перемещения точек А ж В пропорциональны расстояниям этих точек от

мгновенного центра вращения звена АВ. Следовательно, .
83Б ВС

Из треугольника ЛВС имеем АС  = АВзтЗО° ВС=АВсозЗО°.

Тогда 83в = 88А43  = ОАбср-Д.

Сила упругости пружины пропорциональна ее деформации: Р  = сХ. (3.48) 

Подставив выражения (3.46), (3.47), (3.48) в уравнение (3.45), получим:
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Так как &<рФ0,то отсюда следует, что М - с Х ’О А -~ Р  -О А -О . (3.50)

Из уравнения (3.50) находим искомое значение коэффициента упругости:

М  3с  -------------- Р.
Х-ОА 2Х

Подставив числовые значения, окончательно имеем с=100н/см=10000н/м. 

Положительное значение с указывает на то, что пружина действительно сжата.

3.3.2. Принцип Даламбера 

Пример.

К вертикальному 

валу АВ, вращающе

муся равноускоренно, 

жестко прикреплены 

два стержня. Стер

жень ОЕ образует с 

валом АВ угол <р, 

стержень ОЭ перпен

дикулярен плоскости, 

содержащей вал АВ и 

стержень ОЕ. Даны 

размеры: ОЕ=ОВ=1, 

АВ=*2а. К концам 

стержней прикреп

лены два шара Е  и Б  

массы т каждый. К валу АВ  приложен постоянный вращательный момент X. 

Пренебрегая массой стержня и считая грузы точечными массами, определить 

реакции подпятника Л и подшипника В в тот момент, когда стержень ОЕ нахо

дится в плоскости Ауг. В начальный момент система находилась в покое.
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Решение.

На данную механическую систему действуют силы тяжести грузов и 

> составляющие %а$ а>2 а реакции подпятника^ и составляющие Х В,?А 

реакции подшипника В. Для определения искомых реакций применим принцип 

Даламбера, согласно которому к этим силам присоединим силы инерции грузов 

Б  и Е  (рис 3.10). Так как вал вращается неравномерно, то

Фа =ФЪ+ФЪ, фе = ф пе +Ф 1

Нормальные составляющие 

сил инерции Фр и Фе натрав

лены противоположно нормаль

ным ускорениям точек Б  и Е, а ка

сательные составляющие сия 

инерции Фр и Ф\ противопо

ложны касательным ускорениям 

этих точек (рис 3,11).

Численно эти силы инерции 

равны; Фр = т а 2 • ОБ  = пйт2;

Фр -  т е-О Б  = т1е;
ФпЕ -  та>2 -КЕ -  т1со2 егпдз;
ФТЕ = т е-КЕ-т 1евт (р.

Согласно принципу Даламбера, приложенные внешние силы и силы инер

ции грузов Б  и Е  образуют уравновешенную пространственную систему сил. 

Составим шесть уравнений равновесия:

Х л + Х в +ФТЕ +Фр -0 ,  (3.51)

1 ^ = 0 ,  Ул + Ув +Фпв -Ф тр ~ 0 ,  (3.52)

2 Х а °, 2 А ~ то ё - Щ 8  = 0, (3.53)

^ тх(Рк)= 0, Фр -а -У в -2а~Ф Е -{а +1 сов ср)~ тЕ% ■ Iзт<р = 0, (3.54)

% м у (Рк)= 0, Ф р-а + Х в -2а + ФЕ -(а + 1сое<р)+тр8-1 = 0, (3.55)
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%тг(Рк) = 0, Ь-ФЪ'1-ФЪ-Шп<р = 0. (3.56)

Из уравнения (3,53) найдем значение 2А. 2 Л = (тв  +тЕ) § -  2т%. (3.57)

Из уравнения (3.54), подставив значения составляющих сил инерции Фг0 и

___ та1е -  тя1 зтю -  т1(й2 зт(р{а + / созю) со.
Ф\ , получим: Ув = -----------    — --------- —— ------ — ■ (3.58)

2а

Аналогично, из уравнения (3.55) найдем Хв:

„ т%1 + та1со2 + т1езт<р{а+1 созср)
А д — ---------------------“ ■

2сх

Тогда из уравнений (3.51) и (3.52) определим^ и Ул\

V - т§1-та1а2 -т1езт<р(а-1соз<р) /э
* х - —  ^  - (3-60)

у  _щ 1зт ср  + та1е -т \а>2 зт<р(а -  / созср) (361)
А 2а

Для определения углового ускорения е используем уравнение (3.56):

162

Ь = т12е + т12езт 2 ср или е = — гг—̂ —у (3.62)
тг\1 + зт <р)

Угловое ускорение е можно определить, использовав дифференциальное 

уравнение вращательного движения стержней с грузами вокруг оси я (заменив 

уравнение (3.56)): 8г -а = '^ т 2 (р*) или ( /д  + 8Е) - е - Ь ,

I  Ь
откуда е = ---------- = — г/------ —т~Л-

Рц + Рд т1 [1 + зт ср)

Угловая скорость со вращения вала: а> -  со0 + а? = — тГ~~— ъ—V (3-63)
т1 \1 + зт <р]

Подставив (3.62) и (3,63) в выражения (3.58), (3.59), (3.60), (3.61), опреде

ляем искомые реакции.
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3.3.3. Задачи
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№1

Задача 1.1.

Дано:
О\А=0 ,2 м
Р=100н
^=50н

А

м0

к

М-Р

Задача 1.2.

Дано: 
М=1,9нм 
ГП]=4К2 
С:0 ]—О,2 м 
С2й 2 *= О,2м 
1=0,5 с 
С [В 1 еА„
С2Ог &Ауг 
т2=1кг
КА-?КВ-?

% с гФ С г
АЗС*

I I й — -

с/у
/  

л

Ш

ачм

№ 2

Задача 2.1.

Дано:
Р=100н
()=200н
г 1=0,2м
8.1=0,4м
г2=0,3м
К/=0,6м

М-?

Задача 2.2.

Дано:
М=2,5нм
Ш1=2кг 
(2 >17] =0,1м 
С2О2=0,2м 
{=1с
С/Л/ еАуг
СтРг ̂ Ая  
т2=1кг
КА-?КВ-?

I
■г е,>

Ь '

к С$м
\Ъ
<

4?
\агп

_  _

Задача 3.1.

Дано:
С=3000н/м
15=0,04м
ОА=0,4м
ОВ=0,6м
ОЕ=0,Зм
Р=360н

е-.? Пружина растянута

Задача 3.2.

Дано:
М=7нм
Ш]=2кг
С [1)1=0,4м 
С2О2=0,2м 
(=0,2с 
С,И, еАуг 
СгРг еАуг 
т2=1кг
К*-? К*-?

1*

Сг

Ф -

Ф

у
'К
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№4

Задача 4.1.

Дано:
<2=1000н
М-150нм
А]=0,1м
г 2=0,15м
К2=0,3м
С>1А=1м

Р-?

Задача 4.2.

Дано: 
М=1,3нм 
ггц=5кг 
С Р ^О Л м  

;  :0,2м 
{=1с
с,О! еАуг
С2Р 2 еАХ!
т2=2кг
КА-?КВ-?

г .

X

1Г "
4/ •

о,4

М . .
ол

№5

Задача 5.1.

Дано:
О/А=0,2м
М.1=Ю0нм
М2=200нм

Р-?

Задача 5.2.

Дано: 
М=1,2нм 
Ш)=1кг 
С;П] “  0. Зм 
С2Г)2—0,1м 
Х=0,5с 
С А  еАу1
С А  еАуг 
т2=3кг 
Ка -? Кв ~?

Задача 6.1.

Дано:
ОВ=0,6м
ОЕ=*0,15м
ОА=0,Зм
С=5000н/м
А=0,01м
Р=10н

От ?

‘ . 
Ч  
Ч ( ► 

ГТП1

№6

Пружина растянута

Задача 6.2.

Дано:
С А  €АХ
С ■[)[ - 0, Зм
С2Г)г-(),2л!
М=1,7нм 
1=0,5 с 
т1=1кг 
т2=2кг
Ка -?Кв -?

3
■И Г*

А Р - - - Ч
х /

№

9,4*

9,4*

У
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Задача 7.1.

Дано:
Р=30н
С~250н/м
Д ~2см
ОА=10см
ОО=20см
<0=20н

Ж ?
Пружина растянута

Задача 7.2.

Дано:
С]П]\\Ах
С ; Г ) / ~ 0 , 2 м  

С2О2=0,4м
М=4,8нм
^=0,5с
т2=4кг
т2=2кг

'Кв-

№8

Задача 8.1.

Дано:
АВ=0,Зм
Р=20н
М-бнм

0-?

Задача 8.2.

Дано:
с т л у
с т ^ х
С1О]=0,2м 
С2О2=0, 1 м  

М=0,6нм 
1=0,2с 
т\=1кг 
т 1=2 кг
ЯА-?КВ-?

ле» 
А

ДОг

0,2м

№9

Задача 9.2.

Дано:
с т л у
С2В 2бАу1
С{О\=0,2м 
С2О2=0, 2м  

М=0,75нм . 
р=1с 
ту=3кг 
т2=1кг
КА-?КВ-?

Задача 9.1.

Дано:
ОВ=0,1м
00=0,2м
ОА=0,1м
С=1000н/м
Р=10н
0=154

Д-?

Пружина растянута

?]✓*
& —

аг*

ВАм 

О, Ь1

Л 1 И - *

ь
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№10

Задача 10.1.

Дано: 
Г]-5см 
К]~20см 
г 2=10см ■ 
К$=25см 
г$=5см" 
д=1500н 
Р=2000н

Задача 10.2.

Дано: 
С,В<\\Ау 
СгОг\\Ау 
СЮ: ~0,2:л 
С2О?^0,1м 
гщ=3кг 
т2=1кг 
М=2,6нм 
1=0,1с
КА-?Кв-?

4

Ч н Ш м
с, % -+•

щгм
Ч 1 - А .

V

№11

Задача 11.1.

Дано:
М=48нм
Р=40н
О]А=0,Зм

От?

л

Задача 11.2.

Дано:
А Л  еАу,
О 2С2=0,2м
С М  \\Ах
С,О,=0,2м
Ш1=5кг
т2=1кг
М=4,бнм
1=0,2с_____
КА-?ЯВ-?

л

У
ф

74

8 4  \
0,2м

Ы
Ц2Н

№12

тлиЗадача 12.1.

Дано:
Р=150н
О=400н
Г1=0,15м
К\=0,2м
г2=0,25м
К2=0,3м

М-?

Задача 12.2.

Дано: 
С /В ^А х  
С ,п2=0,4м 
С21)2 еАуг 
С2О2=0,2м 
Щ}=2кг 
т2=1кг 
М=7нм 
1=0,2с_____ У

& .  & в,гм

ш

одм
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Задача 13.1.

Дано:
Р=200н
С=1000н/м
А=2см
ОА=50см
ОС=25см
ОВ=40см
Р=200н

О * г *

Задача 13.2.

Дано: 
с т л у  
С,В!=0,Зм 
С2Р 2 еАу,
. С А ^ О , 2м 
т,=4кг 
ТП2=1к2 
М=3,9нм 
г=0,5с
КА-?КВ-?

1 \ м

г .

>ег

й \ \ -  1

к -*
0,2м

Щн

V

№14

Задача 14.1.

Дано:
К :~ 8 с м

г2=10 см
К2=40см
0)А-100см
Р=100н
М=100нм

0-?

Задача 14.2.

Дано: 
с т л у  .
С-'/ТД' ~0,3л1
С^Рг^Ауг
С2Г>2~0,2м

т /Ы кг
т2=1кг
М~3,9нм
(=0,5 с
Ка ~? Кв -?

щ нт-1-у

№15

Задача 15.1.

Дано;
0/А=15см
Р=200н
М2=Ю0нм

Мг ?

Задача 15.2.

Дано:
С/В/ЦАу
С & ^О Л м
С2Б 2 ёАуг
С2В 2~0,2м
т 1= 2кг
т2=1кг
М=3,5нм
1=0,5с_____
КА-?Ка-?
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№16

Задача 16.1.

Дано:
ОЕ=Юсм
ОА=20см
ОВ~40см
С=2 5 Он/см
А=4см
0=500н

А о

У
Пружина растянута

Задача 16.2.

Дано: 
С,0/\\Лу 
С- В  > =0,1м 
С202=0,4м 
т I ~2кг 
т2=3кг 
М=5нм
{=0,5с_____
КА-?КВ-?

№17

Задача 17.1.

Дано:
г/=10см
г 2 = 2 0 с м

гу=5см
Кз~30см
М/=5нм
Р=1500н

~Мг?~

Задача 17.2.

Дано:
С]О]=0,1м
С2О2~0,4м

т}~5кг 
т2=1кг 
М-4,2нм 
{=0,5с
к л -? к в -?

2 !

гМ а^м
-»С2

ХУ

№18

Задача 18.1.

Дано: 
ОА=10см 
С}=150н : 
Р=300н

Задача 18.2.

Дано: 
С В ^ А х  
С1 ;В ;—0,2л1 
С202\\Ау 
С2В г ~0,1м 
т!=2кг 
т2=3кг 
М=2,2нм 
1=0,5с

г \

' М - г -
Ц1Ц

с /  « *
4  —  - ь

« / * ■  у
М-? ЯА-?КВ-?
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№19

Задача 19.1. Задача 19.2.
Дано: л*» Дано:
ОА=10см с т л у
ОВ=10см к ъ С 101=0,1м
ОВ=20см -------- ~>г>" ИЗ»? СгВ 2\\Ау
С=1000н/см СгО2=0,2м
Л=1см Пружина растянута Щ}=1кг
Р=20н т2=4кг 

М=1,7нм 
1=0,2с

д-? Ка -? Р-в-?

№20

Задача 20.1.

Дано:
Г 1 = 5  см 
Я. 1=3 Осм 
г2=15см 
у2=5 см 
Кз=25см 
М=50нм 
д = т о н

р-?

Задача 20.2.

Дано:
с т л у
С}О}=0,4м 
СзОз ёАуг
С^>2-0,2м
п%1=2кг
т2-1кг
М=3,5нм
{=0,5с
Ка -?Яв -?

№21

Задача 21.1,

Дано:
С>1А=10см
М=30нм
д=150н

Р-?

Задача 21.2.

Дано:
с т л у
С 1&1 ~ 0,2м

С2О;=0,2.м 
т\=2кг 
т2~1кг 
М=5,5нм
1= 1с__________

КА-?КВ-?

А

<*/̂Ь
V  А

- *
0,2м

к
0,2м

т »
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№22
Задача 22.1.

Дано:
Р=100н
д=400н
гг=20см
К\~40см
г 2 - 1 5 с м

К2=30см

М-?

Задача 22.2.

Дано:
СА1И*
С\Р 1=0,4м

бАуг
С2Р 2 = 0,2-М 
т!=3кг 
т2=2кг 
М=2,7нм
1= 1 с__________

КА-?ЯВ-?

21

-к*
О,Ун

к

И
/ А

1 С.2Н

№23

Задача 23.1,

Дано:
А =3см
С=2000н/см
ОА=ЗОсм
ОЕ=20см
ОВ=бОсм
Р=210н

0-?

А

Пружина растянута

Задача 23.2.

Дано:
С А 1И?
С;Р]=0,Зм
С2Р 2 еАуг
С2Р 2:0.2м
т]=2кг
т2=1кг
М=4,2нм
1=0,2с
Яа -?Яв -? % ' ' А

№24

Задача 24,1.

Дано:
0=2000н
г2=Юсм
К2=40см
Г]=15см
О/А= 100см
Р=90н

77

Та

Задача 24.2.

Дано:
С,Р,\\Ау 
С\Р  1 =0,5м
С2Р 2 еАуг 
С2Р 2=0,2м 
т 1=2 кг 
т2=1кг 
М=5,3нм 
2=0,5с

ф
_1_4 Д _ _  _

77* уМ-? КА-?КВ-?
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Задача 25.1.

Дано: 
О;А=10см 
Р=200н 
М} = 15нм

Мт?

Задача 25.2.

Дано:
С Д) 1=0,2м
с т л у
СгО2=0,Зм 
Ш1=2кг 
т2=3кг 
М—7нм 
1=0,2с_____
КА-? К*-?

№26

Задача 26.1.

Дано:
ОА=50см
ОЕ=25см
ОБ=2 Осм
С=5 Он/см
Ь,—4см
О=500н

Р-?

т

рМ
Х> о« а »  и

Е & \к&*

Пружина растянута ,

Задача 26.2.

Дано: 
САНДу 
С2О2=0,4м 
С Д> 1=0,2м 
т;=1кг 
т2=2кг 
М=7,2нм 
1=0,2с
Ка -?Кв -?

г\
)~М

Г *' Ц
\о,1н

№* V  Ч

'ТГ~“
и

№27

Задача 27.2.

Дано:
с т л у
С\Г>!=0,2м
СгО^еАуг
С 2О -~ 0 ,2 м

т2=3кг
т2=1кг
М=1,5нм
1=0,2с_____
Кл-?КВ-?

Задача 27.1.

Дано:
ОА=Юсм
М=150нм
д=зоон

р-?

п Я
у»

-%

<у <Г
41»

и
У
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3.4. Применение принципа возможных перемещений к 

определению реакций связей. Общее уравнение 

динамики

3.4.1. Применение принципа возможных перемещений к 

определению реакций связей

С помощью принципа возможных перемещений достаточно просто реша

ются задачи о равновесии твердого тела или систем твердых тел.

Если требуется определить реакцию какой-либо идеальной связи, то сле

дует, применяя принцип освобождаемости от связей, отбросить эту связь и за

менить ее искомой реакцией. При этом система, освобождейная от одной связи, 

получает одну степень свободы. Системе сообщают возможное перемещение, 

соответствующее этой степени свободы, и составляют уравнение работ;

в котороё входят задаваемые силы и реакция отброшенной связи. Этот метод 

является весьма эффективным, так как искомая реакция связи непосредственно 

определяется из этого уравнения.
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Пример.

Рис. 3.12 (а, б)
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Определить реакцию опоры В составной балки ЛД изображенной на рис. 

3.12 (а), если М=10нм, Р 1=1 Он, Р2-8н, Р,=15н.

Решение.

Для определения реакции Яв опоры В  мысленно отбросим опору, компен

сируя отсутствие этой опоры реакцией Кв. Дадим точке В возможное переме

щение 65в, направленное по вертикали вверх. Тогда балка примет вид, изобра

женный на рис. 3.12 (б). Балка АЕ  получит угловое перемещение ёщ, возможные 

перемещения точек приложения сил обозначим 68; и 882, возможное переме

щение точки Е  — 88Е.

Уравнение работ для определения реакции Кв имеет вид:

М  -8<р + Кв ■ 85в — Р, ■ 88, — Р2 • соабО0 ■ 88, = 0. (3.64)

Выразим возможные перемещения 88в, 88, и 882 через 8<р. Используя по

добие треугольников, получим зависимость между линейными возможными 

перемещениями: 83в~ АВ • 3<р, 85, = АК ■ 8<р, 882= 83,.

Тогда уравнение работ примет вид:

М  -8<р + Кв ■ 2 8<р — Р, •48<р — Р , ■ саз60° ■ 48<р = 0 или 

М  + 2КВ — 4Р, — 2Рг =■ 0.

Подставив численные значения, находим КВ- 

я в ^ 1 ± 1 ^ м  = 23н
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3.4.2. Общее уравнение динамики

Общее уравнение динамики является аналогом принципа возможных пе

ремещений для случая движения механической системы. Общее уравнение ди

намики получается при совместном применении принципа Даламбера и прин

ципа возможных перемещений. В результате получаем следующую формули

ровку:
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Для каждого заданного положения механической системы с геометриче

скими идеальными связями сумма работ всех активных сил и сил инерции на 

любом ее возможном перемещении из данного положения равна нулю, т.е.

где — сумма элементарных работ активных сил, —• сумма элемен

тарных работ сил инерции.

Пример.

Стержень АВ массы М} лежит на двух катках массы М2 каждый. Стержень 

перемещается вдоль горизонтальной плоскости посредством нити, перебро

шенной через блок массой М3. При этом к блоку приложен постоянный вра

щающий момент I .  Определить ускорение стержня и натяжение троса, считая 

катки и блок однородными круглыми цилиндрами, причем М 1- М 3 = М3 = М, 

(рис.3.13).
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Рис. 3.13
Решение.

Рассматриваемая система имеет одну степень свободы, так как положение 

блока 3, заданное посредством угла его поворота, определяет положение 

стержня и катков. На данную систему действуют силы тяжести М 3§ , М 2Е , 

М 3$  стержня, двух катков и блока, соответственно, и вращающий момент I ,  

приложенный к блоку.
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Определим силы инерции системы. Силы инерции стержня, движущегося 

Поступательно, приводятся к равнодействующей Ф; , приложенной в центре 

масс стержня. Сила инерции Ф] направлена противоположно ускорению 

3 стержня АВ. Модуль силы инерции |<5,| = М2а.

Так как каток 2 движется плоскопараллельно, то силы инерции его точек 

приводятся к главному вектору Ф2 сил инерции и главному моменту сил инер

ции М ? .

Главный вектор Ф2 сил инерции катка по модулю равен Ф2 = М2ас. Вектор 

Ф2 направлен противоположно центру масс С катка.

Величина главного момента М® сил инерции катка равна:

М 2 =ФСе2= ^ ~ е 2,

где Зс — момент инерции катка относительно оси Сг, проходящей через точку 

С перпендикулярно плоскости рисунка.

Силы инерции блока 3, вращающегося вокруг неподвижной оси О, приве- 

дутся к главному моменту сил инерции М®, модуль которого равен:

М ? = 3 0е3 = ^ - е 3.

Сообщим блоку возможное угловое перемещение 3<р3. Тогда все точки 

стержня АВ получат возможное перемещение 65в, центр масс С катка перемес

тится на величину 38с, а сам каток повернется на угол 3<р2.

Составим общее уравнение динамики для системы:

Ь-8<р3 -  М * ■ 3<р3 -Ф 3 ■88в -2 Ф 2 -58с ~2М® ■ 3<р2 = 0. (3.65)

Работа силы тяжести Мз% равна нулю, так как эта сила приложена в непод

вижной точке, а работа сил М2 %, М2 ̂  равна нулю, так как эти силы перпенди

кулярны перемещениям точек приложения этих сил.
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Выразим 6<р2> 6<рз, 35с через 68в, угловые ускорения е1г е2 и ускорение а, 

выразим через искомое ускорение а. Так как точка Р  является мгновенным цен* 

тром скоростей катка, то имеем:

2 2

Возможное перемещение 5<р3

2г2 2г

А  А

2г2 2г

Угловое ускорение блока е3

Ь 

а а

Таким образом, подставляя значения сил инерции, моментов сил инерции 

и зависимости возможных перемещений в общее уравнение, получим:

А - М 1а88в -2 М 2 - ~ - ^ - 2 -—< —  А ,  (3.66) 
г ,  2  г3 г3 2  2  2  2 г 2 2 г 2

или, учитывая, что М1 = М2 = М3 = М, имеем

I  Ы  . .  М  М  V -  п а - М а — - а ----- а Й5» =0.
г 2 2 4 )

9 IСократив почленно на 65в, определим искомое ускорение: -М а  = ~ ,  от-
4 г

куда а ■ 41
9Мг

Для определения натяжения нити рассмотрим 

вращение блока 3 вокруг оси О.

Тогда I  —Т ■ г — 0 или Ь ~  Т ■ г —

Мт2 4Б . _ „ 7 1
: = 0. Откуда получаем Т  =

2 9Мг 9г
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3.4.3. Задачи

№1

Задача 1 .1 .

Дано:

А, В, О я Р — шарниры 

Р[ = 4- 2 н , Рг~8п, М—бим 

Определить К?

А ж

1 а . а

А С  Р Е  Л  Г
А " V. >  К7т, ТГ 1 ЛТ Я 7Г

га
. г . а !. а . 2 . 4м.

Задача 1.2.

Дано:

Р,^Р2=Р3=Р

г,=г2=г

Определить а3 и натяжения в обеих вет

вях троса

Л

№2

Задача 2.1.

Дано:

А, В ,Е и Р — шарниры 

Р; = 2 !2н , ?2=4н, 

М~12нм 

Определить До

й_Ж
М

• 0 = А

р

Задача 2.2.

Дано:

Р , ^ Р 2^ Р 3 - Р ,  Г1- Г 2 ~ Г

а3 = сопз(-%

ускорение свободного падения 

Определить Д’и натяжения в обеих 

ветвях троса
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№ 3

Задача 3.1.

Дано:

А, В, О я  Е —  шарниры 

Р] =  б н ,Р 2 = 8 н , М=8нм 

Определить Ке

Л  Л  В  С Д  Р
. . и

Л  ГГГ /71“  л гГ, *7~
' 1

^ н  &  2 & 2. . Я 2

Задача 3.2.

Дано:
Р;=Рг==Р3=Р

Г2=Гз=Г

Определить а; и натяжения в 

обеих ветвях троса

№4

М В с

■4)«

-Мг
г *

Задача 4.1.

Дано:

А, С и Е  — шаршфы 

Р, = 2 Зн, Р2~3н, М=бнм 

Определить Кв

Задача 4.2.

Дано;

Г1=Г2~Г

а1 =соп${=\12§

§  — ускорение свободного падения 

Определить р  и натяжения в обеих 

ветвях троса
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Задача 5.1.

Дано:

А, В, Е  и Р — шарниры 

Р] = 4--ГЗн, Р2-6н, М=4нм 

Определить Кс

М Ь С р  Е. бол р
Я Г

3
Задача 5.2.

Дано:

Рг=Р2=Р3=Р

г ,= г 2~ г

Определить а3 и натяжения в обеих 

ветвях троса «14

№ 6

Задача 6.1.

Дано: 3 ,0  И.Р— шарниры 

Р; = бн ,Р 2=4 3 н, М=12нм 

Определить КЕ

Л В ’С Р  Е и

■ е -

Задача 6.2.

Дано:

Р:=Р2=Рз~Р

П-ГзтГ 

а2 =  сстХ-%

8 — ускорение свободного падения 

Определить Мкр и натяжение троса
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№7

Задача 7.1.

Дано:

В ,В я Р  — шарниры 

Р] = 4-[Зн, ?2~1 Он, М=6нм 

Определить Кр

14а в са ..... О Е
М

Ж

& А . 1  г  ..а г I

Ж

ГЧ Г
О  ,п

“ А

Задача 7.2.

Дано:

Р,=Р2=Р,=Р, Р=2Р, г,=г2=г 

Определить а3 и натяжения в обеих 

ветвях троса

Р / *■

■ГТ*

№8

Задача 8.1.

Дано:

В и Е  — шарниры

Р, = 8н, Р2= 8-А  н, М=бнм

Определить К0

41

Л В С м
в =

В Е Г

А А л

%с

Задача 8.2.

Дано:

РI ~Р2 ~Р3 ~Р 

г, =г2=г 

о̂  = соп$1=%

8 — ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения в обеих 

ветвях троса
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№9

Задача 9.1.

Дано:

А ,С ,Е п Р — шарниры 

Р; ~ 4~[3н, Р 2~ 8 н, М =8нм 

Определить Кл

й. /бо” В С
— “̂ -=а»в

0

Задача 9.2.

Дано:

? ;=Р2=РЭ=Р, г,^г3~г

Мкр=ЗР'г

Определить а 2 и натяжение троса

№10

Задача 10.1.

Дано:

Б, О и Р  — шарниры 

Р]=*2н, ?г=242 н, М-4нм  

Определить К?

я в Л  с Р  Е Л  Г

Ъ 4
г

V ' 4 4
г . А* г 2 ) 2

т
2

Задача 10.2.

Дано:

Р ,=Р 2=Р,=Р 

Г2= г3= г  

а3 = сот{=%

§  — ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения обеих 

частей троса

Р -----
-------Т '- 'ч^^ч-Ыг-р~п /  е»У

* 1 У 7 \
1 ч  /С  

V
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№11

Задача 11.1.

В, В  и Р  — шарниры

ъ

Определить Кв

I -  4-42 н , Р2~8н, М =6нм

Задача 11.2.

Дано:

Р,=Р2=Р3~Р
Г,= Г2=Г, Р -Р

Определить а /и  натяжения в 

обеих ветвях троса

№12

Задача 12.1.

Дано:

В и Е  — шарниры 

Р1=4н, Р2~4н, М ~4нм 

Определить Кс

~ж

Задача 12.2.

Дано:

РГ Р2̂ Р 3=Р

г,=г2=г

Я/ = соп${= ,2 %

8  — ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения в обеих 

ветвях троса
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Задача 13.1.

Дано:

А, С, Е и Р — шарниры 

Р] = 4уГ2н, Р2=4н, М = 2 н м  

Определить Кв

л ^  Б  о  В Е

Г 1 1б 
1 *Ш 2  2  1 2 .

Г Т "  ж  

5 . 1 . 2  2  .

Задача 13.2.

Дано:

Р ^ Р ^ Р ^ Р

Г2=Г3=Г

Мкр=5Рг

Определить а; и натяжение тросов

а*,

у ф " '

%

№14

Задача 14.1.

Дано:

С, Е  и Р —  шарниры 

Р1 = 4-4 2н , Р2-6н, М^8нм 

Определить Яв

^  й В С 1> Е ^  Р

Г
. 2

. . . . . .

а  1 г

1 — Г Г Т  

2  . 1»м 1

Задача 14.2.

Дано:

Р,=Р2=Р3=Р

Г1=Гг=Г

а3 = сот1=-Л %

%— ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения в обеих 

ветвях троса

/  1 /у

/ г » Х \

и \ ^

\  \ 1/

■ « к .
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№15

Задача 15.1.

Дано:

А, В и Е  — шарниры 

Р] = 4-[Зн, Рз=4н, М=8нм 

Определить Ко

Задача 15.2.

Дано:

Р,=Р2=Рз=Р

Г1=Г2=Г

Определить а3 и натяжения в обеих 

ветвях троса

№16

Задача 16.1.

Дано:

В и Б  — шарниры 

Р) ~ 4 н , Р2=8н, М=2нм 

Определить Кг

м

Р 1*
ж

ь

Задача 16.2.

Дано:

Р,~Р2=Р3=Р

Г1=Г3=Г

а2 = сот1=%

§ — ускорение свободного падения 

Определить Мкр и натяжение троса
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№ 17

Задача 17.1.

Дано:

А, С и Е  — шарниры 

Р/ =■ 2- 2н , Р2~4н, М~2нм 

Определить КА

я /4 *  в С.. 1> г с 5 хЕ Р />45”

т ~
____4*

А

, а .
4 "  | т ~  

2  ’ 4
Задача 17.2.

Дано:

Р;=Р2=Рз=Р 

Г] =г3=г 

Мкр=4Рг

Определить €3 и натяжения тросов

№18

М В С Ж
5М

Задача 18.1.

Дано:

С, Еш Р  — шарниры 

Р; = бн,Р}=4- гЗн, М*?2нм 

Определить КА

Задача 18.2.

Дано:

'Р ,-Рг~Рз=Р

Г ! = Г 2= Г

аз = сопз1-%

§  — ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения в обеих 

ветвях троса
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№19

Задача 19.1.

Дано:

А , В м Е  — шарниры 

Р]=8н, ?2=8н, М-8нм 

Определить Кс

и& ь с
д т

21
Задача 19.2.

Д а н о :

Р,=Р2=Р3=Р

П=г3=г

Мкр=9Рг

Определить €3 и натяжение троса

№20

Задача 20.1.

Дано:

В и .0 — шарниры 

Р;=2н, Р2=4-18 н, М=4нм 

Определить Ке 2

1
г

и
г %г а

1
2

Л
г. 2

Задача 20.2.

Дано:

Р,=Р2=Р3=Р

Г2=Г3=Г

а] = сот1=§

ускорение свободного падения 

Определить Мкр и натяжение тросов
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№21

Задача 21.1.

Дано:

Р1=2н , Р2~4н, Р3=Зн 

М=5нм

Определить Ко

■А М * С II6 .2*.»
7

2 2 2 В. I 2

.........%
4м

Задача 21.2.

Дано:

Р 1~Р2~Р3~Рз Мкр

Определить а3 и натяжения в обеих 

ветвях троса

№22
Задача 22.1.

Дано:

А, В, Е я Р  — шарниры 

Р, = 4-Л н , Р2=бн, М=4нм 

Определить Кс

Ж"
В  Е

г

Задача 22.2.

Дано:

Р,=Р2=Р3=Р
г,=г2=г

Определить а3 и натяжения в обеих 

ветвях троса

Ра
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Задача 23.1.

Дано:

А, Д Г> и Р  — шарниры 

Р] =6н, Р2=8н, М~8нм 

Определить К&

№23

Мк -  $ с

км 2. [ г  I а

ж
2 , 4 . 2 .

Задача 23.2.

Дано:

Р1=Р2=Р3=Р

г2=г3=г

Определить и натяжения в обеих 

ветвях троса

№24

Задача 24.1.

Дано:

Л, С и 5  — шарниры 

Д  = 2 \Ч н , Р2=4н, М=2нм 

Определить КА

М

км Г2  I г

ЗГ зг

Задача 24.2.

Дано:

Рг Р2=Р3=Р

Г ! = Г 3= Г

Мкр=4Рг

Определить €3 и натяжение тросов
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Задача 25.1.

Дано:

А, С и Е  — шарниры 

Р1 = 2 ЗН) Рз=3н, М~6им 

Определить Кв

М ъ с % ь  Е г

Задача 25.2.

Дано:

Р,=Р2=Рз=Р
г ,= г 2= г

а1 = соп$1=;2 %

# — ускорение свободного падения 

Определить Р  и натяжения в обеих 

ветвях троса
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