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МЕТОД КОММУТИРУЮЩИХ ОПЕРАТОРОВ И ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ФУРЬЕ
Аоц. Андрушкевич И.Е. (ВГТУ)

Задача построения аналитических решений волновых уравнений методом раз­
деления переменных остается по-прежнему актуальной. Библиография работ, по­
священных развитию классического метода Фурье, является обширной (см, напри­
мер, [1-3]). Однако следует признать, что наиболее полно и последовательно ис­
следовались возможности разделения переменных в уравнении Дирака в 
присутствии гравитационных и векторных полей. Из всех существующих ныне под­
ходов к решению данной проблемы следует выделить метод коммутирующих опе­
раторов (МКО), предложенный в [4] и получивший свое развитие в [5 - 8 ] (этот ме­
тод известен также как “алгебраический метод разделения переменных в уравне­
нии Дирака”).

Суть МКО заключается в построении преобразования, приводящего к представ­
лению оператора уравнения Дирака в виде суммы коммутирующих операторов, ка­
ждый из которых действует по "своим" переменным

£д|/ = 0<-> | К ]  +  К 2 } ^  =  K jK z  “  K-2 K-i = 0. Характерной особенностью

МКО является тот факт, что задача разделения переменных решается в рамках 
классического метода Фурье и, как следствие, успех достигается в тех случаях, ко­
гда компоненты метрического тензора g ^v оказываются разделенными [4, 9], т.е.

ĝv(̂1,x2)X3,x4j = (g(x1 )g(x2 3 )g(x 4 ̂
Данные исследования были посвящены выяснению вопроса о соотношении МКО 

и обобщенного метода Фурье (ОМФ) [10, 11]. Уравнение Дирака в пространстве с 
метрикой

имеет вид [4]

ds2 = A;-̂dx1 j +A2-̂dx2j +A3-̂dx3j -.
d in  A j l

• H

i=l VAT d

d x [ 4 d x ' )
+ m 0 )Ф  = 0 ■
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В соответствии с МКО, для волновой функции Ф следует принять

Ф =
ф1,|fx1 ) ■ Ф]дИ•ф1,з(х3]' Ф 1,4 (Х‘)1ф2,11x‘)-a>2,2[,>]•ф2,з(х31' Ф 2,4ИФ 3,1X * j ' Ф 3.2К)■ фз,з |х31' Ф 3,4иФ4,11|х1 j • Ф 4 21И•ф4,з(х3̂1 ’ Ф 4,4и.

(3)
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Выбирая явный вид матриц Дирака

у 1 =

из (2 ) приходим к системе уравнений
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+  ^ 0 Ф 1.1Ф 1 , 2Ф 1.3Ф 1,4 = ° .
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■ 8 din Л,,')
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(5)
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Д Г  V дх1 4дх' 

- 1 ( 8  din А
+ Д Д  Зд
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4dx
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- 1 ( 8  d ln ^ j -) /  (  8 d ln . 0

+ т ,1ф , ;ф . ,ф , ,ф , ,  =0.

В [4] сформулированы необходимые и достаточные условия разделения пере­
менных в (5) МКО

А, = а и ( х ')  а 2, (д 2); Аг = а и (д 2); А, = я 23(д 2) ■ я3,3(д 3) • я4,3(д4);

Л  = «2.з(^2 )«4.4(-^4)-

А  = «1,1 (^‘) «2,i(^2) a4 Дл:4); А2 = я 22(д 2);
А  = «2,1(*5) а3.з(*3)-Я4.з(*4); Л  = «2,l(^2) «4.4(^4)- 

4  = « i,i(* ')-«2 ,i(*2)«4,>(*4); А  = а2,2(^2);

4  =  « 2 . 1  ( * ’  )  • « 3 , 3  ( * 3 ) ;  А  =  « 2 , 1  ( * ’  )  • « 3 , 1  ( * 3 )  • « 4 , 4  ( * “  ) •

4  =  «1 .1  ( * ' ) ■  « 4 . 1  ( - * 4 ) ;  А =  «  2,2 )  ’  « 4 . 2  ( ^ 4 ) ’

4  = « 3 , 3 ( ^ 3 ) - « 4 , 3 ( ^ 4 ) ;  4  “  « 4 , 4  ( ^ 4 )"

(а)

(б)

(в)

(Г)

(6)

(7)

(8) 

(9)
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Пусть условие (6 ) выполнено только в части возможности отделения МКО пере­
менных х ‘ ,х 2 [4], те.

A  = a i ,i (* ‘) - a 2.i(* 2); A  = a 2. i(x2): А  = а 23( х 2) -а34 3( х 3, х 4),
(10)

А  = о 2}( х 2) -а34 4{ х \ х л).

Тогда после отделения переменных х 1, х 2 уравнение Дирака по переменным 
х 3, х 4 примет вид [4] (матрицы Дирака по-прежнему определены, как и в (6 ))
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-1  (  д d lna343
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(11)

,дх 4дх

1 (  д - 1

сх! 4ЙХ3 + _Ja3AA lax4 4с?х
д\пах

Ф1.3Ф1.4 “  А,4̂ 3,3®3,4 -  0 * 

Ф ^ х - ^ з Ф ^ О .

Пусть, далее, компоненты метрического тензора удовлетворяют условиям
«з4,з = { / i ( ^ ) - ^ ( x 4) + / 2(x 3) - ^ ( x 4 ) } V 3(x 3) ?3 (x4),

« 34,4 = {/1 (* ’ )■ К (*4 ) + A  (* ’ ) • ■*2 (* 4 )} • <Р4 С*' ) • Я 4 (* ' )•
( 12)

Легко видеть, что условия (10), (12) менее "жесткие", нежели (6 ), и при их выпол­
нении МКО не может разделить х 3 , х 4 . Попытаемся решить эту задачу с помощью 
ОМФ-2.

Для применения к уравнению (11) ОМФ-2 волновую функцию следует предста­
вить в виде

Ф 1, |(^ )  Ф и ( ^ )  ф1,з(^3)-Ф .,4(У) + ^ , 1(У ) - ^ , 2 ( ^ )  ^ ,з ( ^ ) '^ .4 (У )
Ф 2 .1 (х ) ' Фз.гС*2) ' Фз.зС-*3) ' Ф :^-*4) + ^2.1 (**)' A . i i * 2)'  А,з(х3) ’ А а ( х 4) . ( 1 3 )
Ф з , .  ( * '  )  • Ф 3,2 {х2 )  • Ф 3,3 ( * ’ )  • Ф  3,4 ( * 4 )  +  А.) ( * ‘ )  • А л  (х 2 )  • ^ 3 .3  ( * ’ )  • А ,4 ( X4 )

Ф 4 J  (х1) • Ф 4 2 (х2) • Ф 4 3 (х3) • Ф 4 4 (х4) + Fa , (У ) • F4i2 (х 2 ) F13 (х 5 ) ■ F, 4 (х4)

ф =

В этом случае вместо (11) имеем систему из четырех уравнений вида

-1   ̂ В ф3(х 3) { / / ( х 3) • /1, (х 4) + / / ( х 3) ■ Аг (х 4)}
Ф з ( У ) - ? з ( У ) 1 5 * 3 8 -ср3 (х 3) 8 ■ {/, (х 3 ) • А, (х 4 ) + / 2 (х 3 ) • Л2 (х 4 )}

- 1  ( д Ф^(*3) { //(-у3) ' hX x A) + Л ( х 3) - А (* 4)}
Ф з (* 3) ■ Я з (* 4) 1 8x1 8 ■ Ф 3 (х 3) 8 • {/, (х 3) • А, (х 4) + / ,  (х 3 ) • А2 (х 4 )}.

- 1  (  д q j ( x * )  {/1 ( У )■ А;(х4) + / 2(х 3)• А;’(х 4)}
Ф4 (х 3) • qA (х 4) [  5х4 8 • q4 (х 4) + 8 • { /, (х 3) • А, (х 4) + / 2 (х 3) • Л2 (х 4)}

Ф  4,3 Ф  4,4 +

Ф ,,Ф , 4 +
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Проведенные исследования показали, что с использованием идеологии ОМФ-2 в 
уравнении (14) удается разделить переменные, если только на компоненты метри­
ческого тензора (1 2 ) дополнительно наложить ограничения

И в этом случае требования (6 ) являются более строгими, чем (10), (12), (15). 
Таким образом, в результате проведенных исследований можно констатировать 

факт: МКО является частным случаем ОМФ-2. Задачи, решаемые МКО, легко могут 
быть решены и ОМФ-2, но не наоборот.
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Фз(х3) = ф4 (х3). (15)
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