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В работах [1, 2] была предложена эндохронная теория неупругости, учитывающая 

большие деформации и повороты. Важную роль в этой теории играет градиент дефор-
мации [3], его структура и значение компонентов. Решается задача плоского жесткого 
нагружения, когда заданы постоянные ненулевые скорости деформаций 
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Тензор скоростей деформации D  определяется классической формулой 
2)( TLLD += , где 1−= FFL  – скорость градиента деформации F . Пусть градиент де-

формации задан в форме (верхний индекс Т обозначает операцию транспонирования) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

00
0
0

a
ab

bma
F . 

Тогда, вычисляя последовательно 1−F  (который всегда существует по условиям кине-
матики материальной точки), F , L  и D , получим дифференциальные уравнения 
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где 2
21 bmaa −=Δ . Четвертое уравнение системы – тривиальное:  03333 == Daa . 

Система решается при естественных начальных условиях: 1)0(1 =a , 1)0(2 =a , 1)0(3 =a , 
0)0( 0 ≠= bb  и constm = . 

Соотношение (2) можно записать в виде )( 2211 DD +⋅Δ=Δ
•

, откуда 
 ))exp(( 22110 tDD +⋅Δ=Δ ,                                          (4) 

где  2
00 1 bm−=Δ .  

Обозначим qDD =+ 2)( 2211  и будем искать решение (1), (3), (4) в виде:  
)()exp()(1 tutqta ⋅= ,  )()exp()(2 tvtqta ⋅= ,  )()exp()( twtqtb ⋅=   при начальных условиях  

1)0()0( == vu   и  0)0( bw = .  Подставляя это в уравнения (1), (3) и (4), получим, что 

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

Δ=−

⋅Δ⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−+

−⋅Δ=−
•••

••

0
2

120

22110

2

)(

wmvu

Dumvwumvw

DDuvvu

                     .                 (5) 

Введем обозначения ξ=wu  и η=wv . Тогда соотношения (5) примут вид 
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с начальными условиями:  00 1)0( b== ξξ   и  00 1)0( b==ηη . 
Пусть 02211 ≠− DD . Разделим второе уравнение в (6) на первое и получим, что  
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Это уравнение можно свести к уравнению с разделяющимися переменными 
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Его решение:   
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Подставляя (7) в (61), можно получить дифференциальное уравнение 
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Чтобы решить дифференциальное уравнение (9), разложим правую часть на множите-
ли. Для этого приравняем правую часть к нулю и решим квадратное уравнение. Его 
корни таковы 
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В частности, если 00 =M , то есть если 012 =D , то 
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И если  )2(10 md = ,  то m11 =ω . Тогда  уравнение  (9)  принимает вид 
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и его решение имеет наиболее простую форму 
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Пусть решение уравнение (9) получено и )(tϕω = , тогда )(tϕηξ ⋅=  и, воспользо-
вавшись (7), можно получить, что  
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Для вычисления функции )(tw  используем определения wu ξ= , wv η=  и (53). Тогда 
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1. Приведем решение для частного случая, когда 111 =D , 022 =D  и 012 =D . Это 

соответствует одноосному растяжению в «жесткой» испытательной машине.  
Если 75.00 =b  и 2=m , то 25.00 =d , 125.00 −=Δ . А затем последовательно: 
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2. Рассмотрим случай, когда 02211 =− DD . Из (61) видно, что ηξ = , а из (62) имеем 
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3. На рисунке приведены графики для компонентов градиента деформации )(1 ta , 
)(2 ta  и )(tb  в задаче чистого сдвига, когда 011 =D , 022 =D  и 112 =D . В этом случае 

aaa == 21 .  Компоненты вычислены для значений параметров 2=m , 75.00 =b .  
После того, как найдены все компоненты градиента деформаций F , записываются 

и решаются определяющие уравнения эндохронной теории неупругости для больших 
деформаций и поворотов [1, 2] 
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Здесь r,, εσ  – девиаторы тензора напряжений, тензора деформаций и вспомогательно-
го параметрического тензора, соответственно, α  – параметр эндохронности ( 10 ≤≤ α ), 
G  – модуль сдвига, τ  – аналог деформационного предела текучести, g  – аналог коэф-
фициента упрочнения, знаком модуля обозначены вторые инварианты девиаторов тен-
зоров, K  –объемный модуль. Из полярного разложения градиента URF =  и, напри-
мер, соотношения FFU T=2  определяются правый тензор удлинения U  и ортого-
нальный тензор поворота R  
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