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Введение. Осесимметричная задача линейной теории упругости в большинстве 
литературных источников решается либо в перемещениях с использованием уравнения 
Ламе, либо с использованием функции Лява [1-4]. Функция Лява, как и функция на
пряжений в плоской задаче, удовлетворяет бигармоническому уравнению, решение ко
торого можно представить через две аналитические функции комплексного переменно
го. Плоская задача полностью формулируется в комплексной форме. Это позволило 
широко использовать методы теории функций комплексного переменного, построить 
красивую теорию и разработать единые методы решения различных классов задач [5,6]. 
В осесимметричных задачах выражения для краевых величин через функцию Лява дос
таточно сложны. Столь же сложна и неудобна их комплексная форма. Поэтому исполь
зование методов теории функций комплексного переменного существенно ограничено.

В настоящей работе основные соотношения осесимметричной задачи, приведен
ные в [7], модифицированы. Система координат выбирается при помощи конформного 
преобразования так, чтобы координатные поверхности совпадали с границей рассмат
риваемого тела. Однако тензор напряжений и вектор перемещений задаются в цилинд
рических координатах. Уравнения равновесия и сплошности, краевые величины запи
сываются в компонентах напряжений

1. Основные дифференциальные уравнения задачи. В задачах определения 
осесимметричного напряженно-деформируемого состояния деформируемых тел есте
ственно использование цилиндрических координат р,(р, z с ортами е^,ер,к; ось z сов
падает с осью вращения тела и к ее орт. В плоскости (р = const координаты /?, z мож
но рассматривать как прямоугольные декартовы. Наряду с ними в той же плоскости 
введем ортогональные координаты г, в  так, что бы граница рассматриваемого тела 
совпадала с поверхностями г -c o n s t,  в  -  const. При этом в  определяет положение 
точки на линии пересечения поверхности г -  const с плоскостью (р -  const. Связь меж
ду координатами р, z и г, в  определим следующими соотношениями:

dz др др  1 dz .,
дг г  д в '  дг г  д в  

Орты координатных линий г  и в  обозначим через ер е2 соответственно. С учетом 

(1.1) устанавливаем их связь с t p, к :

р  = р { г ,в ) , г  = г(г,в ),

( 1.2)

где



Для тензора напряжений L и вектора u перемещений используем базис цилинд
рических координат, но компоненты напряжений и перемещений считаем функциями г, 
в , т.е.

2  ^ а РА г ’61К е/> +<тгЛ ^ ) ^ + <7и>(,'>0)«А> +£7, ; (r .<?)(etfk + k e p). (1.4)

u +uz(r,0)k.(1.5)

Аналогично записываем тензор деформации:
Е = еРР(г>0УР*Р +e„(r>°)b\i + ея>(/%<?)е„е„ +e/J!(r,ćl)(e/,k + к еД  (1.6)

В цилиндрических координатах уравнения равновесия, соотношения обобщенно
го закона Гука и формулы, связывающие компоненты деформации с перемещениями, 
представлены в целом ряде монографий, например, в [6]. В этих соотношениях перехо
дим от дифференцирования по р , z к дифференцированию по г, в ,  учитывая при этом 
формулы (1.1), и исключаем компоненту напряжений a  

Итак, соотношения закона Гука имеют вид
= 2-иедо + Л(еде + + е „ \  = + Л(едо + ес + ),

= 2 /««, + + е„ + ° ,z = 2 /* V
Здесь Л и р -  упругие постоянные Ламе. Из (1.7) находим

ЗЛ + 2 р  Л

^ ^ l T j r e- + W ^ i(T- +<T j-

( 1 . 7 )

Положим

Тогда

<r3 = 2/ue = 2 fi-

3Ян 2// 
сг =  сг, + -

2(Л  + р )  2(Л  + р )

( 1.8)

( 1 . 9 )

Используя (1.9) и независимые переменные г, в , преобразуем уравнения равнове
сия [7] к виду

-ь42г

д р +
дарг d z '\ да00 

+ №д р , д°„. dz
 ̂ дг дг дг 1 дв дв дв дв

Л + 2 р З Л л - 2 р
+ A 2r2p F  = 0 ,

рр 2(Л + р )  а 2( Л + р )  3

-I А 1г г{ а ргpfĒ Z m . dz д °рг д р ' L  Ē ° k dz д°Р* др

. У дг 'д г  + дг д г , 1 д в д в  + д в д в
( 1.10)

Систему уравнений равновесия (1.10) дополняем уравнениями сплошности, при
веденными в [7]. Их преобразуем так же, как и уравнения равновесия.
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Итак,

А 2ем -
бр д р е^ , 1 5 р д р е \
дг дг г г д в  д в  )

=  0 ,

rĒLJL(e -е ) + lĒ £ jL (e _е
д г д г  г д в д в  № г д в  д в

д (  дре Л а  1
дг [ dr I д в  ( г д в

=  0 .

При помощи (1.7)-(1.9) находим:

2МІея> - е в ) = а -<т=, = а , = 2рек

2(Л + р){е +еР) = а„р + а !!  а , . (1.12)

Из соотношений (1.12) следует, что
.  2 р  + Л Л Л

^ р р ~ ° р р  2(Л + р )  ~2(Я + р ) ~ <Тз 2(Д + //)

Используя (1.12), (1.13), получаем зребуемую форму уравнений (1.11): 

А 2

дг дг

2р  + Л Л 3Л + 2 р (д р  з ! ' д р д а Л
і ^ 2 ( Л  + р ) а “ 2(Л + р) ° 2 2(Л + р) Р [_дг дг г 2 д в  д в  )

(1.13)

о ,

д ( \ 1 д р д  dz д а  2 dz д а  д (  д р а ъ \

д ( 1  д р а Л  
д в { г  д в  )

г д в д в 4 ^  а/ дг дг г дв дв агі^ дг ) 
_  A f  1 ^ 1 = 0 .

(1.14)

Первое из уравнений равновесия (1.10) преобразуем при помощи первого из урав
нений сплошности (1.14). В результате получаем уравнения равновесия в той форме, в 
которой они будут использоваться в дальнейшем:

( дсгРР др +дСГРг \ + д ая> др д а Р* dz
(, ддг дг д г ,1 дв д в д в д в дг дг

+ A 2r2F0 = 0 ,

dz + дарг д р 'L ^ l dz у 1 О
»

др
[ a r дг дг д г ,1 д в д в дв д в

+ A 2r2a  + A2r2p Ķ  = 0 . (1.15)

Итак, основная система уравнений в напряжениях для осесимметричной задачи 
состоит из четырех уравнений (1.14),(1.15). Неизвестными в ней являются а рр, а и , 

а  и величина (1.8), имеющая размерность напряжения и пропорциональная радиаль

ному перемещению ир .



2. Уравнения для определения перемещений по компонентам деформации и 
основные краевые величины. Уравнения для определения осевого перемещения при 
известных компонентах деформации представлены в [7]. В используемых здесь цилин
дрических координатах они имеют вид

ĒHi. = l Ē £ ( e - е  ) + 2е
дг гдв" № г дв  ’

1 Ё Ь .Л е *e~& Lu  ) - ^ Ł  (2 1)
к дО г рг дб дт

Правые части соотношений (2.1) представляем в напряжениях при помощи фор
мул (1.7), (1.8):

Л ди, 1 д р , . Л др 1 др<7,
2^ = ~ а рр) + 1оV» л + ’дг г дв и дг г дв

_ 1 ди. 2 др д р , . драъ
2М—Л  = -< 7 р ,м —7-(<7и-°„)— т г -  (2.2)г дв г дв дг "  дг

Определим теперь статические и кинематические краевые величины, т.е. величи
ны, в которых формулируются краевые условия на поверхностях г -  const и в  = const.
Орт нормали к поверхности г = const определяется первым из векторов (1.2), т.е

Напряженное состояние рассматриваемой поверхности определяется вектором 
напряжений сг,, который определяется по формуле

CT,=Z.e, = < V v  + <Ti2k ,

i !
[др dz

а \\ дг рр дг

II А
Л дг

(2.4)

Таким образом, в качестве статических краевых величин на поверхности г -  const 
можно использовать а Хр и сг,2.

Кинематические краевые величины определяют деформированное состояние гра
ницы тела. В самом общем случае трехмерной теории упругости ими являются компо
ненты перемещения. Однако в двухмерных задачах (плоская задача теории упругости и 
теория тонких оболочек [8], осесимметричная задача теории упругости [7]) возможны 
деформационные краевые условия, когда краевые величины представлены в компонен
тах тензоров деформации или напряжений. Их получают, используя правомерность 
дифференцирования перемещения вдоль границы. Именно такие кинематические крае
вые величины будут использоваться в дальнейшем. Их представим в терминах 

которые удовлетворяют основной системе уравнений (1.14),(1.15).

На поверхности r ~ r 0 - const кинематическими краевыми величинами являются 

*,(*,& ) = ир1(в), = u j e ) . (2.5)



2S3

1 ди.(г0,в)
Если задать иг(г0,6 ) , то можно вычислить г0 дв и принять за кинематиче

ские краевые величины

рЛ г„ д в
При помощи формул (1.8), (2.2) представим их в терминах о-рр,а п)а рг1а 3: 

&Аго>0) = Oil W . Oil W  =

где

P fo .č )  ’

[/>„,<?) = 2 / Д ^ - ^ ,  (2.6)
г0 а<?

(27)

Итак, кинематическими краевыми величинами на поверхности г = const наряду с 
компонентами перемещения (2.5) считаем величины (2.6) с учетом формул (2.7). Крае
вые величины для поверхности в  = в0 = const определяются аналогично. Статическими 
краевыми величинами являются компоненты вектора напряжений сг2 на этой поверх
ности

С2 = £ -е2 = c V v  + cr2ik ,

а гР = c V ( V e 2)  +  cV - ( k ‘ e 2) = A r

о  г, = «г. (к • е , ) + <г„ (е , • е2) = — р .« )

Напомним, что орт нормали к поверхности в - const, вектор е2, определяется 
второй из формул (1.2). Кинематические краевые величины можно представить в двух 
вариантах. Первый -  аналог формул (2.5):

» ,( г*3>) = « А г )-иЛ гА  = «г2(0- (2.9)
Второй -  аналог (2.6), (2.7), которые получены с учетом соотношений (2.2):

<?АГА )  = °п {г),с  = 2//
ирАг) .

Р О -АУ

где

U!i( r A )  = 2M^ T L, (2.10)дг

U z2( r ,0 )  = (а 2г -  О  + 2— сг + ± ^ L .  (2.11)
12 r a ^  2Z ^  dr pI г д в

Полученные соотношения являются удобными для решения ряда задач. К их чис
лу можно отнести определение напряженно-деформируемого состояния упругого про
странства с полостью, с жестким или упругим включениями различной конфигурации.
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В данной работе предлагается метод исследования дефектной структуры порис
тых материалов с помощью некогерентного рассеяния акустических волн на системе 
произвольно распределенных дефектов. Для вычисления рассеяния применяется метод 
диаграммной техники Фейнмана. Задача определения рассеяния от дефектной структу
ры сводится к определению двухчастичной функции Грина.

Движение пористой среды с дефектной структурой описывается уравнением в пе
ремещениях:

Р (Х) ^ Ф )  = j  V(x,x')u + f ( x ) , (1)

где p(jt) -  плотность, u(x) -  перемещения, /(дс) -  некоторая внешняя сила; х  обозна
чает совокупность пространственных координат, поляризаций i и времени t, а интег
рирование по х' представляет собой интегрирование по пространственным координа
там, времени t' и суммирование по поляризациям V (x ,x f) -  интегральное ядро урав
нения (1), которое выражается через тензор модулей упругости неоднородной среды 
как

V (x, х') =  ļ ~ C Mf(x)  3 L  S(x -  x )S ( t  - S ) ,  ( 2 )
8xk dx,

где CiUi. (x) -  модуль упругости среды, S -  дельта-функция Дирака.
Поскольку отклик среды с дефектами обусловлен рассеянием акустических волн 

на случайных неоднородностях, то изучение этого отклика позволит восстановить ста
тистическую структуру дефектов в среде. Для изучения статистической структуры де
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