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�����������	�
 ����
� ��������
���
 ���������� �

  ������	� 
�����	��� � ���������� ����������
�� 

�'�&�� �.�., �()(�*&���*+ �.*., �(�*�()&� �.�., &��;<()&� ).>.,  

�$*<(�>&*@ ;.�. 

����������� A����
���	����� �������#����� ���	�������,  

A. �����, $����B���
 ���
���C 

&�D#�	�� ���	
: "���#�������� � ���E
���� ���A�
�����	
���, 	�������� ���
. 

$�F��
�: ������%��� �
���
��#����� ����	�� ������ ��� !
�
#� �FF����	��� ��A
��!
"�� 
�
B��� ��
��������
 ������	 �� ����
	�� A���	�� ������"�� ��� �
��#�� �A�
��#����  ���
 
«	�������� ���
». �
���� ��
���� �B!�� ������	 ��E���� ��������
 ��
���	 !
�
# 
�
�E����!
"��. 

��
����	
��� �
B��� ��
��������
 ������	 � ����	�!�� 	 "��� ����
	�� A���	�� 
������"�� �
	
��	
�� E������ ��
�� ������!
"�����
 !
�
#, 	 ������
 ��%�� �F������	
�C 
�
B��� �
�E����	 � �����	 ��
��������
 ������	 (�>), 	������DI�
 !
�
���� ���%���	� 
!
�	�� �
 ����	�!��, � ������!���	
�C 	�B�
���D "���	�D F���"�D ��� �
!��#��
 
�A�
��#����
. J
�	�
 ������������ �
��� ����
	I��-!
�
!#�� � �BK���� ����
	��. ��!��%�� � 
����������C��� 

�
���������� !
�	��, ��������DI�� ���"�F��� !
�
#�, �
������, 	��������� 
!
�
!
 ��� !
�
���� A�
F��� ����
	��, ����#���	� ���������
 ��B� �
!��#��� 	���������� 
��
��������
 ������	 � ���A�
 ����	��
. &������� 	�B��
 �
�E����	 ��A�� ���������C�� 
�
!��#���� "���	��� F���"����: ����
���� 	������� ���B�A
 �> ��� ������ ���������A� 
����; E��
F
��, �
��
��	
����� ��� �
��E���� A�
F��
 ����
	��; �BI�� ����#���	�� 
�����C!����
 ��
��������
 ������	, �B����#�	
DI�
 	��������� 	��
 ����
	�� [1]. 

� �
����I�� 	���� 	 �
!��#��
 ���
�

 ���	������ ���A�#�������� �������	
��� 	 
A����

 ��A������, �	�!
���
 � !
�
#
�� �
�E����!
"�� (Vehicle Routing Problem, 	 �
�C���E�� 
VRP). & �
����I��� 	������ E����� �
!�
B��
�
 ��
���F��
"�� !
�
# VRP, ��!�
�� B�B������� 
�����	�
 �
���
, �
!�
B��
�� ���A�#�������� ������ ��E���� ��� �
!��#��
 ����F��
"�� 
VRP, ��!�
D��� ���A�
����� ������	
 ��� 
	���
��!
"�� ��� ��E���� �
!	
���
  !
�
#. 
��������� ���	������ ��	��E����	�	
��� ���
���	 � ���������D ��#��
 � ���B��%����
 
������	 �� ��E���� [2,3].  

� ��������� 10–15 ��� !
�
#
 �
�E����!
"�� ��
��������
 ������	 � 	��������� ���
�� 
(VRPTW) ��
�
 ���B� �����
�C��� �B�
��CD ���A�#�������
 �������	
���. � ���� !
�
#�  � 
�
%��A� ������
 ���C ���� 	������, � ��%�� 	���� �
�
�� �������	 ��� �
��� ������-���
� 
!
�
�� 	���� �����	�%����. ��
��������� ������	
 �����C �B�
�
D� ����������C��� 
�A�
��#�����, ������I�� 	 ���, #�� �B���%�	
��� �������	 ��%�� B��C �
#
�� ���C�� 	 
�����������
 ���

 	������ ��� �
%��A� ������
. �
�%� 	�!��%�� ���B���� ��
��������A� 
������	
 !
�
��� �� �������� ���
 	������ ���������A� ������
, �� ��A�
 ��
��������� ������	� 
���%�� �%��
�C, ���
 �� �
#����� �B���%�	
��� ������
 	 �
��

 �A� ���
 	������. 

� !
�
#� VRPTW !
�
� �
�� ���������
 ��
��������
 ������	 (�B�!�
#�� �A� #���! V), 
���%���	� �������	 C � ���������	
���� A�
F G. ��
F G ������� �! |C|+2 	��E��, A�� ������� 
�B�!�
#��� 	��E��
�� 1; 2;…; n, 
 ���
�� ������
	���� 	��E���� 0 («��
���I�� ���
�») � n+1 
(«���
� 	�!	�
I����»). 

���%���	� 	��E�� 0; 1;…; n+1 �B�!�
#�� #���! N. ���%���	� ��A (�B�!�
#�� �A� #���! A) 
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������
	���� ��B�� �	�!� ��%�� ���
��� � ������
�� � ��%�� �
���� ������
��. J
�����, #�� 
���
�
� ��A
 �� !
�
�#�	
���� 	 	��E��� 0, � ���
�
� ��A
 �� ��
���� �! 	��E��� n+1. > �
%��� 
��A�� (i; j), A�� i N j, �� �	�!�	
�� ��������C cij � 	���� tij, ������� ��%�� 	��D#
�C 	���� 
�B���%�	
��� ������
 i. 

&
%��� ��
��������� ������	� �B�
�
�� A��!����K������CD q � �
%��� ������ i – 
���B�	
���� di. � �
%��A� ������
 i ���C 	�������� ���� [�i; bi], ������� �!�
#
�� �����DI��. 
��
��������� ������	� ���%�� ���B��C � ������� ���%�� 	������ bi. ��� ��%�� ���B��C �
�%� 
���%�� 	������ �i, �� ��A�
 �� ���A� 	������ ������ �� B���� �B���%�	
�C��. � ���
�
 �
�%� ���C 
	�������� ���� [a0; b0] (���
 	������ ��� �B��
 ���
��	, �
� �������
A
����, ����
��	�). 
*����	
� [a0; b0] �
!�	
D� A���!����� ��
����	
���. ��
��������� ������	
 �� ��A�� �������C 
���
� ���%�� 	������ a0 � ���%�� 	�����C�� �
 ���
� �� ��!%� 	������ bn+1. 

�������
A
����, #�� q; �i; bi; di; cij – ������"
���C��� "���� #���
, 	 �� 	���� �
� tij 
�	��D��� ����%����C���� "����� #���
�� (���#��� ���A� ��������%���� ���D� ��
��#����� 


�
����). �
�%� �������
A
����, #�� ��� !�
#���� cij � tij 	���������� ���
	����	� ����A��C���
 
	 ���� �	�����	�� ������� A�
F
 G. 

�����C �����%�� �	
 �
B��
 ���������
 x � s, ������� ���B����� �
���. ��� �
%��� ��A� 
(i; j), A�� i�j; i�n+1; j�0, � �
%��A� ��
��������A� ������	
 k ��������� B��
���� ���������� xijk 
�����DI�� �B�
!��: 

 
��I���	���
� ��������
� ��E���� sik ������������ ��� �
%��� 	��E��� i � �
%��A� 

��
��������A� ������	
 k � �B�!�
#
�� 	����, ��A�
 ��
��������� ������	� k �
#��
�� 
�B���%�	
�C ������
 i. � ���#
�, ���� �
���� ��
��������� ������	� k �� �B���%�	
�� ������
 i, 
�� ���
A
��, #�� sik = 0. �
�%� ���
A
D� a0 = 0 � ������� s0k = 0 ��� �
%��A� k. ���B����� 
�����%��C �����
�C��� �� ��������� �
�E���� ��� �
%��A� ��
��������A� ������	
, �
��� #�� 
�
%��� ������ �B���%�	
���� 	 ��#����� ���� �
!, �
%��� �
�E��� �
#��
���� 	 	��E��� 0 � 
!
�
�#�	
���� 	 	��E��� n+1, ��B�D�
D��� 	�������� ���
 ��� �
%��A� ������
 � �A�
��#���� 
�� A��!����K�������. �����C ��%�� �
�C �
���
��#����D F��������	�� !
�
#� VRPTW 
�����DI�� �B�
!��: 

min c xij ijkk V i N j N
� � �
� � �

, 
(1)

 
��� �����DI�
 �A�
��#����
: 

0

, 1 ,

1, (1 .2 )

, (1 .3 )

1, (1 .4 )

0 , , (1 .5 )

1, (1 .6 )

(1 ) , , , (1 .7 )

, , (1 .8 )
{ 0 ,1}

i j k
k V j N

i i j k
i C j N

jk
j N

ih k h jk
i N j N

i n k
i N

ik i j i j k jk

i i k i

i j k

x i C

d x q k V

x k V

x x h C k V

x k V

s t K x s i j N k V
a s b i N k V
x

� �

� �

�

� �

�
�

� � �

� � �

� � �

� � � � � �

� � �

� � � � � � � �

� � � � � �
�

� �

� �

�

� �

�

, , , (1 .9 )i j N k V� � � �
 

�A�
��#���� (1.2) �!�
#
D�, #�� �
%��A� ������
 ����I
D� 	 ��#����� ���� �
!, 
 
�A�
��#���� (1.3) �!�
#
D�, #�� ���
��� ��
��������� ������	� �� ��%�� B��C !
A��%��� B��CE�, 
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#�� ��!	����� �A� A��!����K������C. >����DI�� ��� ��
	����� (1.4), (1.5) � (1.6) A
�
�����D�, 
#�� �
%��� ��
��������� ������	� �
#��
�� �	�%���� �� ���
�
 0, ����� �����%���� �#������A� 
������
 ��
��������� ������	� �����
�� �A� ���	
, �, �
����", �����A
�� ���
�
 n+1. )��
	����	
 
(1.7) �!�
#
D�, #�� ��
��������� ������	� k �� ��%�� �����A���C ������
 j ���%�� 	������ sik + tij, 
���� ��� ���� �� i �� j. J���C K �B�!�
#
�� ����
��#�� B��CE�� #����. )
����" �A�
��#���� (1.8) 
A
�
�����D�, #�� ��B�D�
D��� 	�������� ���
, 
 (1.9) – �A�
��#���� �
 B��
�����C ���������
 
xijk. �������, #�� �������C!�	
���� ��
��������� ������	� ��%�� B��C ���������	
��, 		��� 
«������» �
�E��� (0; n +1). 

&
� ����#
���C �
���, !
�
#
 VRPTW �	������ �B�BI����� � TSP � VRP. � ���#
�, ���� 
	�������� �A�
��#���� ((1.7) � (1.8)) �� �
���
���	
D���, ���B���
 VRPTW ���	�
I
���� 	 
!
�
#� VRP. ��� ��%�� B��C �����A���� �
�%�, ����%�	 �i = 0 � bi = M (A�� M – B��CE�� #����) 
��� 	��
 �������	 i. (��� �������� ���C�� ���� ��
��������� ������	�, !
�
#
 ���	�
I
���� 	 
!
�
#� TSP. (��� �������� B��CE� ��
��������
 ������	 � ����������C�� c0j = 1; j�C � cij = 0, �� 
����#
�� !
�
#� ��
��	��. ������C�� �������, 	 ������� �� ����I
�� �������	, ��
��	���� 
��	
%��� (B�
A��
�� «�	�B�����» �
�E���
�), "��CD ��
��	���� !
A��!��C �
� ��%�� B��CE�� 
����#���	�� ������"�� �
� ��%�� ���CE�� #���� ��
��������
 ������	. )
����", ��A�
 �� 
��
���� �A�
��#���� �
 A��!����K������C (1.3), ���B���
 ��
��	���� !
�
#�� � ��
�#
�E�� ���� 
� 	��������� ���
�� � �A�
��#������ �
 A��!����K������C ��� �
%��A� ��
��������A� 
������	
, ������I�� 	 �

�%����� ��
�#
�E�A� ���� �� ���
�
 � �B�
��� �
 ���
�, ������� �� 
�
��E
�� �A�
��#���� �� 	������ � A��!����K������� � ����I
�� �������	 �
 �
�E���� �� 
B��CE� ����A� �
!
. 

��� ��E���� �
���� ���B���� 	 �
����I�� 	���� ��I���	��� #����� �����
: 
���
��#����� ���A�
�����	
���, ����� �������!�"�� �
�"�A
-���CF
 (� ���"������ A����
"�� 
����B"�	), ����� �������!�"�� <
A�
�%
 � ����������	����� ����B����� ��E���� !
�
#� 	 �� 
��
���#����� F��������	��. � �
����I�� 	���� 
�A������, ������� �����C!�D� ����� �
�"�A
-
���CF
, �
�� �
���#E�� ��!��C�
��. � ������ �
�"�A
-���CF
 ��
���
� !
�
#
 ����
!�����
 �
 
�	� !
�
#�: «�
����-!
�
#�» � «���!
�
#�». �
����-!
�
#
 �	������ ���
��
"������ !
�
#�� 
�
!B����� ���%���	
, �����
� A
�
�������, #�� �
%��A� ������
 ������� 	 ��#����� ���� �
!, 	 �� 
	���� �
� ���!
�
#
 �	������ !
�
#�� ��
�#
�E�A� ���� � ����������C���� �A�
��#������ 
(A��!����K������C � 	�������� ���
). *����C!�� �
����-!
�
#�, ��� �
%��� ��A� ������	���� 
	�!���
DI�A� ���������	
���A� A�
F
 	�#����D��� ���	������� !
��
��, � ��� !
��
�� !
��� 
�����C!�D��� 	 ���!
�
#�, #��B� �
��� �
�E���� �� ���
�
 � �B�
��� �
 ���
�. ���#E����� 
�
�E���� !
��� 	�!	�
I
D��� � �
����-!
�
#� � ���%
� 	
������ �
����� ��� ���
��
"������ 
!
�
#� �
!B����� ���%���	
. ������C�� ���B���
 �
!B����� ���%���	
 ���
B���
 ����� 
��
����� �A�
��#���� �
 "���#���������C, �� ��E���� ����� �	������ "���#��������, ������� 
����� �
�"�A
-���CF
 �����C!��� ��
����, ����	
���D �
 ��#����
. 
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