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Введение

В настоящее время при проектировании всевоз-
можных изделий все чаще применяются ячеистые кон-
струкции. Это объясняется тем, что на передний план 
выдвигаются требования снижения материалоемкости 
изделий при сохранении жесткостных, прочностных 
и других характеристик этих изделий в допускаемых 
диапазонах. Примерами таких объектов являются по-
дошвы облегченного типа спортивной обуви, ячеистые 
прокладки для летательных аппаратов и другие маши-
ностроительные конструкции [1]. 

Вид подобных изделий представлен на рисунке 1.

Рисунок 1. Примеры изделий ячеистой структуры

Поскольку снижение материалоемкости изде-
лия приемлемо только при сохранении требований 
прочности и жесткости, а внешние нагрузки могут 
изменяться как в пространстве, так и во времени, од-
нократное выполнение анализа занимает много вре-
мени. Если же при этом предполагается и проведение 

оптимизационных расчетов, то решение подобных 
задач становится проблематичным.

В том случае, когда такие массированные вы-
числения по вариантному моделированию уже прове-
дены, имеет смысл использовать полученные резуль-
таты для получения прогноза выходных параметров 
при тех сочетаниях значений параметров объекта, 
которые находятся в заданных ранее диапазонах по 
уже проведенным исследованиям.

Одним из возможных способов является при-
менение модели множественной регрессии.

Особенности построения линейной модели 
множественной регрессии

Линейную модель множественной регрессии 
запишем в виде (1):
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Обозначим i-тое наблюдение зависимой пере-
менной как yi, а независимые переменные в этом на-
блюдении – xi,1, xi,2, …, xi,k, в обозначении xi,j первый 
индекс i определяет номер эксперимента, а второй j – 
номер переменной. Тогда имеет место следующая мо-
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Предпосылки, которые должны выполняться при использовании линейной модели 
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Оценки неизвестных коэффициентов выполня-
ются с использованием метода наименьших квадратов 
(МНК), на основе которого минимизируется сумма ква-
дратов остатков:

Предпосылки, которые должны выполняться при 
использовании линейной модели множественной ре-
грессии (часть из них существенны именно для много-
мерной модели):

-	 объясняющие переменные являются детерми-
нированными и линейно независимыми;

-	 математическое ожидание случайных ошибок 
равно нулю;

-	 дисперсия случайной ошибки одинакова для 
всех наблюдений;

-	 случайные ошибки, относящиеся к разным на-
блюдениям, взаимно независимы;

-	 случайные ошибки имеют нормальное распре-
деление.

Таким образом, последовательность этапов при 
проектировании таких изделий может быть следующей:

-	 создание параметрической геометрической мо-
дели объекта с использованием современной CAD-си-
стемы;

-	 формирование граничных условий, изменяю-
щихся как в пространстве, так и во времени;

-	 выполнение вариантных расчетов и отладка ко-
нечно-элементной модели с использованием современ-
ной CAE-системы;

-	 выполнение прогноза с целью получения вы-
ходных параметров проекта с использованием модели 
множественной регрессии.

Рассмотрим некоторые из них для представлен-
ного ниже примера.

Проверка гомоскедастичности модели

Как отмечено выше, одним из предположений, 
обеспечивающим адекватность модели, является усло-
вие о том, что дисперсия случайной ошибки одинакова 
для всех наблюдений. В этом случае модель обладает 
свойством гомоскедастичности, в противном случае 
модель является гетероскедастичной.

Для проверки наличия гетероскедастичности 
используют разные подходы. Рассмотрим пример мо-
дели при наличии 150 экспериментов (наблюдений), 
из которых предварительно исключены 7 промахов и 3 
наблюдения зарезервированы для дальнейшей валида-
ции модели. Таким образом n=140.

В качестве инструментария выберем среду 
MATHCAD. Это связано с тем, что при таком подходе 
документ, реализующий вычисления, записывается в 
форме привычной инженеру, а это существенно влияет 
на удобство работы исследователя.

Используем визуальную проверку гипотезы о 
наличии гетероскедастичности. На рисунке 2 показаны 
значения остатков. Вид графической зависимости по-
зволяет предположить наличие гетероскедастичности.

Используем аналитические способы проверки 
гипотезы о наличии гетероскедастичности.

Выполним проверку по критерию Breushc-
Pagan. Фрагмент документа представлен на рисунке 3 
слева. 

Для проверки с использованием LM-статистики 
вычисляем предварительно объясненную сумму ква-
дратов ESS по вспомогательной регрессии:

затем значение LM-статистики как половину от ESS. 
Фрагмент документа, реализующего проверку, 

представлен на рисунке 3 справа.
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 𝜀𝜀𝑖𝑖
2

𝜎̂𝜎2 = 𝛾𝛾0 + 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑇𝑇𝛾𝛾 + 𝜈𝜈𝑖𝑖, 

затем значение LM-статистики как половину от ESS. 
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Рисунок 2. Остатки и выборочное среднее 
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Рисунок 3. Проверки по критерию Breushc-Pagan (слева) и LM-статистики (справа) 

Выполним проверку на наличие гетероскедастичности для нескольких факторов по 

критерию Голдфелда-Квандта. Выборка при этом разбивается на три части, в которых 

количество компонентов вычисляется по формуле round(0.5*(n-CC)), где CC=4*n/15.  

Текст основной процедуры для выполнения анализа представлен на рисунке 4.  

Результаты тестирования для уровня значимости 0,05 представлены на рисунке 5. 
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Выполним проверку на наличие гетероске-
дастичности для нескольких факторов по критерию 
Голдфелда-Квандта. Выборка при этом разбивает-
ся на три части, в которых количество компонен-
тов вычисляется по формуле round(0.5*(n-CC)), где 

CC=4*n/15. 
Текст основной процедуры для выполнения 

анализа представлен на рисунке 4. 
Результаты тестирования для уровня значимо-

сти 0,05 представлены на рисунке 5. 

Рисунок 3. Проверки по критерию Breushc-Pagan (слева) и LM-статистики (справа)

Рисунок 4. Процедура проверки гетероскедастичности по критерию Голдфелда-Квандта
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Все выполненные тесты свидетельствуют о на-
личии гетероскедастичности.

Устранение гетероскедастичности модели

Для устранения гетероскедастичности исполь-
зуют взвешенный МНК таким образом, чтобы обеспе-
чить постоянство дисперсии случайной ошибки для 
всех наблюдений.

Стандартный прием заключается в следующем. 
Сначала оценивают исходную модель при помощи 
обычного МНК и получают остатки регрессии. Затем 
оценивают эту вспомогательную модель, в которой 
i-тое наблюдение зависимой переменной заменяют на 

6 

  
Рисунок 5. Результаты тестирования гетероскедастичности для нескольких факторов по критерию 

Голдфелда-Квандта для уровня значимости 0,05 
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. Их и использу-

ют, чтобы оценить дисперсию случайной ошибки. При 
этом выполняют замену переменных, используя оцен-
ку дисперсии вспомогательной модели.

Выполнив расчеты, следуя рекомендациям это-
го подхода, для рассматриваемого примера получены 
следующие остатки после возвращения к исходным 
переменным (рисунок 6, вверху). Как видно, размах 
остатков превышает 0.07, что оказалось неприемле-
мым для рассматриваемой задачи.

Выполним вычисления на основе взвешивания, 
используя оценку дисперсии непосредственно для ис-
ходной модели без привлечения вспомогательной мо-
дели. Результаты представлены на рисунке 6, внизу. В 
этом случае размах остатков остается в пределах 0.02, 
что оказалось допустимым для рассматриваемой задачи. 

Рисунок 5. Результаты тестирования гетероскедастичности для нескольких факторов по критерию 
Голдфелда-Квандта для уровня значимости 0,05

Рисунок 6. Результаты устранения гетероскедастичности модели на основе первого (вверху) и второго (внизу) 
выбора весов
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Фрагмент документа для валидации модели по 
трем точкам с номерами 15, 74, 110 с вычисленными 
погрешностями применительно к точке с номером 110 
представлен на рисунке 7. 

В точках с номерами 15 и 74 относительные 
погрешности в процентах составили соответственно 
0,911977 и 0,090345, что приемлемо для рассматрива-
емой задачи.

 
Заключение

При реализации данного проекта получены сле-
дующие результаты:

-	 решение задач при моделировании сложных 
ячеистых конструкций становится проблематичным 
из-за продолжительности однократного вариантного 
расчета;

-	 предложен подход к решению этой проблемы 

на основе использования полученных ранее результа-
тов вариантных вычислений для получения прогноза 
выходных параметров при тех сочетаниях значений 
параметров объекта, которые находятся в заданных ра-
нее диапазонах по уже проведенным исследованиям;

-	 создан набор программ на основе использова-
ния средства MATHCAD для реализации такого под-
хода;

-	 с использованием созданного программного 
обеспечения построены соответствующие модели. В 
частности, выполнены тесты на гетероскедастичность 
и реализованы способы ее устранения;

-	 выполнены сравнения способов устранения 
гетероскедастичности при различном выборе весовых 
коэффициентов на основе использования взвешенного 
метода наименьших квадратов;

-	 представлены результаты валидации модели с 
устраненной гетероскедастичностью.
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