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В данной работе рассматриваем инвариантные подгруппы, которые имеют большое 
значение в теории групп. Непустое множество M  элементов группы G называется 
инвариантным, если для любого элемента x  группы G выполняется равенство x-IM x  = M , 
то есть это такое множество, которое совпадает со всеми сопряжёнными. Отметим тот 
факт, что пересечение инвариантных подгрупп является инвариантной подгруппой, а так же 
то, что инвариантная подгруппа составляет полный класс сопряжённых подгрупп.

Рассмотрим подмножество M  основного множества группы G. Предположим, что 
множество M  является инвариантным. Покажем, что любая подгруппа, порождённая 
инвариантным множеством, является инвариантной подгруппой, то есть H  =  (м )  < G. 
Подгруппа, порождённая заданным множеством, состоит из тех и только тех элементов 
группы, которые могут быть представлены в виде конечного числа степеней элементов из 
данного множества, то есть любой элемент h е  H  записывается в виде h = m a m “2...mļ k, 
m. е  M , a. — целые числа, i = I,2,..., k.

Ввиду инвариантности множества, для любого элемента x  группы G выполняется 
равенство: x-Ihx = xrIm a1‘m ^.-m ^ x. Трансформируем последнее равенство:

x-Ihx = x -1m x • x-1m<t2x •...• x-1ma x.1 2  k

Пусть a .> 0, тогда x-Imax = x-Im.x • x-Im.x ■...■ x-Im.x = (x-Im.x) ae  H , так как x-Im .x e  M . 
Предположим, что для некоторого j  число a.< 0:

x-Imax = (x-Im~ajx)-  = ((x-Im.x)-a)~I = (x-Im .x)a> EEH,

то есть в любом случае x-Im ax е .H, для любого i = I,2,..., k.
А так как H  — подгруппа, то произведение элементов x-Ihx ее H. Откуда H  = .m )< G. 
Докажем, что подгруппа, индекс которой в группе равен двум, инвариантна в группе.
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Пусть H  с  G и индекс \G : H \ = 2. Так как индекс равен 2, то для любого элемента х, 
не входящего в множество H , справедливо равенство G = H  + Hx, причём классы H  и Нх  
являются различными классами. С другой стороны, так как для любого h е  Н  справедливо 
равенство hH  = Hh, то и для любого х e G  будет верным равенство хН  = Нх, а это 
означает, что подгруппа H  инвариантна в группе G.

В работе проведено доказательство следующих свойств инвариантных подгрупп:
1) если H 1 и H 2 подгруппы группы G, причём H } инвариантна в группе G, то в этой 

группе будет инвариантно их произведение H 1 H 2;
2) если H 1 и H 2 подгруппы группы G, которые инвариантны в порождении 

(H. < {Hļ ; H 2); i = 1; 2), то любой элемент из H 1 перестановочен с каждым элементом

из H 2 .
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В данной работе проводим исследование бесконечных циклических групп, а именно 
показываем, что существует единственная неединичная подгруппа конечного индекса.

Рассмотрим циклическую группу порождённую элементом a : G = ļa }. Пусть группа H  
является её неединичной подгруппой. Если a является наименьшим натуральным числом, 
таким что aa е  H , то H  = ļaa). Для любого натурального i = aq + r, 0 < r  < a получаем 
верное равенство ai = (aa) q • ar, где (aa) q e  H . Следовательно, ai = H ar, а группу G можно 
представить в виде разложения: G = H  + H a + H a2 +...+H aa-1, необходимо только 
показать, что все эти смежные классы различные.

Предположим от противного. Пусть существуют равные смежные классы: H a i = H a j  где 
i ф j,  0 < i, j  < a-1. Для определённости положим i > j ,  а, следовательно, a ' = ha j  или 
a i- = h )  H, 0 < i - j  < a-1. Пришли к противоречию с тем, что a наименьшее натуральное 
число, для которого aa e H . Следовательно, любая подгруппа H  из циклической группы 
G будет иметь конечный индекс \G : H\ = a. Покажем, что данная подгруппа является 
единственной.

Пусть в группе G имеются две подгруппы H 1 и H 2 одного и того же индекса, то есть 
n = \G : H 1\ = \G : H  \ . Предположим, что ł  и p  наименьшие натуральные числа, для 
которых (ak) = H ,  {apļ = H 2. Тогда справедливы равенства: \G : H 1\ = k, \G : H 2\ = p. 
Следовательно, k = p  = n и H t = ļa^ , H 2 = ļ anļ. То есть, единственность доказана.

Кроме единственности подгруппы в работе доказываем её существование.
Пусть G -  бесконечная циклическая группа, порождённая элементом a : G = ļ a ļ . 

Рассмотрим подгруппу, порождённую элементом an: H  = ļa^  . Она является бесконечной 
циклической группой и будет иметь два образующих элемента an и (an) -1= a-n. Это означает, 
что n является наименьшим натуральным числом, для которого справедлива 
принадлежность an е  H . Следовательно, в бесконечной циклической группе существует 
единственная циклическая подгруппа конечного индекса \G : H\ = n.
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