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1 МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

1.1 Матрицы и их виды. Действия над матрицами 

Матрицей размера nm×  называется совокупность nm ⋅  объектов, 
расположенных в виде таблицы из m строк и n столбцов: 
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или сокращенно )( ijaA = , где mi ,1=  – номер строки; nj ,1=  – номер столбца. 
Объекты ija , составляющие матрицу, называют ее элементами. Элементами 
матрицы могут быть числа, функции, векторы, матрицы и т. д. Элементы 

,...,, 332211 aaa , стоящие на диагонали, идущей из левого верхнего угла, 
образуют главную диагональ. 

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется 
квадратной. 

Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов главной 
диагонали, равны нулю, называется диагональной. 

Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали 
равен единице, называется единичной и обозначается E. 

Квадратная матрица, у которой все элементы выше или ниже главной 
диагонали равны нулю, называется треугольной. 

Прямоугольная матрица )( nm ≠ , у которой все элементы ниже главной 
диагонали равны нулю, называется трапециевидной. 

На множестве матриц вводятся следующие операции: транспонирование 
матрицы, сложение матриц, умножение матрицы на число, произведение 
матриц, элементарные преобразования матриц. 

1. Сложение и вычитание матриц. Данная операция вводится только 
для матриц одинакового размера. Суммой (разностью) двух матриц )( ijnm aA =×  
и )( ijnm bB =×  называется такая матрица )( ijnm сС =× , что 

),1,,1( njmibaс ijijij ==±= . Записывают BAC ±= . 

2. Умножение матрицы на число. Произведением матрицы )( ijnm aA =×  
на число k называется матрица )( ijnm bB =× , такая, что ijij akb ⋅=  

),1,,1( njmi == . Записывают AkB ⋅= . 



   
3. Произведение матриц. Операция умножения двух матриц вводится 

только для случая, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк 
второй матрицы (такие матрицы называют согласованными).  

Произведением матрицы )( ijnm aA =×  на матрицу )( jkpn bB =×  называется 

матрица )( ikpm cC =×  такая, что ∑
=

⋅=
n

j
jkijik bac

1
, ( ,,1 mi =  pk ,1= ), то есть 

элемент i-ой строки и k-го столбца матрицы произведения С равен сумме 
произведений элементов i-ой строки матрицы А на соответствующие элементы 
k-го столбца матрицы B.  

Целой натуральной степенью )1( >sAs  квадратной матрицы 
называется произведение s матриц, каждая из которых равна A: 

s

s AAAA ⋅⋅⋅= ... . 

Справедливы следующие свойства умножения матриц (при условии, что 
они имеют смысл): 

1) в общем случае ABBA ⋅≠⋅  (умножение некоммутативно), если же 
выполняется равенство ABBA ⋅=⋅ , то такие матрицы называют 
перестановочными; 

2) CBACBA ⋅⋅=⋅⋅ )()(  (умножение ассоциативно); 
3) CABACBA ⋅+⋅=+⋅ )( , CBCACBA ⋅+⋅=⋅+ )(  (умножение матриц 

дистрибутивно относительно сложения); 
4) BABA ⋅⋅=⋅⋅ )()( αα ; 
5) если матрицы A и E согласованы, то AAEEA =⋅=⋅ . 
4. Транспонирование матрицы. Транспонированием матрицы А 

называется замена каждой ее строки столбцом с тем же номером. Записывают 
TA .  

Для операции транспонирования верны свойства: 

1) ( ) AA
TT = ;      2) ;)( TTT BABA +=+      3) TTT ABBA ⋅=⋅ )( . 

 
5. Элементарные преобразования матриц.  
Элементарными преобразованиями матриц являются: 1) перестановка 

двух параллельных рядов матрицы; 2) умножение всех элементов ряда матрицы 
на отличное от нуля число; 3) прибавление ко всем элементам ряда матрицы 
соответствующих элементов параллельного ряда, умноженных на одно и то же 
число. 

Две матрицы называют эквивалентными, если одна из них получается из 
другой с помощью элементарных преобразований. Любую матрицу с помощью 
элементарных преобразований можно привести к эквивалентной ей 
треугольной или трапециевидной матрице. 
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Пример 1. Даны матрицы: 
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Найти матрицу TBA 35 + . 
Решение. Матрица 
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Пример 2. Найти матрицу X, удовлетворяющую условию 3A+2X=E, если  
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Решение. Выражая X из данного равенства, получим: 
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Пример 3. Даны матрицы: 
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Выяснить, существуют ли произведения AB, BA и, если они существуют, 
найти их. 

Решение. Произведение AB существует, поскольку число столбцов 
матрицы A равно числу строк матрицы B: 
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⋅−+−⋅⋅−+⋅−⋅−+⋅

=
20014
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4)2()3(42)2(14)1()2(34
4)3()3(12)3(11)1()3(31

. 

Произведение BА не существует, поскольку число столбцов матрицы В не 
равно числу строк матрицы А. 
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Пример 4. Найти ( )Af , если  
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Решение. Матрица 
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Задания для решения на практическом занятии 
1. Даны матрицы: 
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Найти матрицу BAT 52 − . 

2. Найти матрицу X, удовлетворяющую условию 5X-4E=3A, если  
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3. Даны матрицы: 
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Выяснить, существуют ли произведения AB и BA и, если они существуют, 
найти их. 

4. Даны матрицы: 
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Проверить, верно ли равенство ( ) 222 2 BABABA ++=+ . 

5. Проверить, является ли матрица  
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корнем уравнения 43)( 23 +−= xxxf . 
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6. Вычислить AB-BA, если: 
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Задания для самостоятельного решения 

1. Найти матрицу EAAAAB T ⋅−⋅+= 522 , если дана матрица A. 
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1.2 Определители. Вычисление определителей. Обратная матрица 

Квадратной матрице А порядка n можно сопоставить число, называемое ее 
определителем (детерминантом), которое обозначается Adet  (или A  или ∆ ) и 
определяется следующим образом: 

1) 1=n , ( )11аA = , 11det aA = ; 

2) 2=n , 
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A , 21122211
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1211det aaaa
aa
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A ⋅−⋅== ; 

3) 3=n , 
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A , ==
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det
aaa
aaa
aaa

A  

322311332112312213312312133221332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++= . 

Способ вычисления определителя третьего порядка называется правилом 
треугольников (или правилом Саррюса), которое символически можно 
записать так: 
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Минором элемента ija  определителя порядка n (обозначается ijM ) 
называется определитель ( )1−n -го порядка, полученный из исходного 
определителя вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца. 

Алгебраическим дополнением элемента ija  определителя называется 
соответствующий ему минор, взятый со знаком «+», если сумма ji +  – четное 
число, и со знаком «−», если эта сумма нечетная. Обозначается 

.)1( ij
ji

ij MA ⋅−= +   
Свойства определителей 

1. Определитель не изменится, если его строки заменить столбцами с 
теми же номерами, и наоборот (транспонировать определитель). 

2. Если поменять местами два параллельных ряда, то определитель 
изменит знак на противоположный. 

3.  Определитель с двумя одинаковыми рядами равен нулю. 
4. Общий множитель элементов какого-либо ряда определителя можно 

вынести за знак определителя. 
5. Если все элементы какого-либо ряда определителя равны нулю, то и 

сам определитель равен нулю. 
6.  Определитель, у которого элементы двух параллельных рядов 

соответственно пропорциональны, равен нулю. 
7. Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить 

соответствующие элементы параллельного ряда, умноженные на одно и то же 
число. 

8. Определитель равен сумме произведений элементов любого ряда на их 
алгебраические дополнения. 

Все рассмотренные свойства справедливы для определителей n-го 
порядка. Поэтому на основании этих свойств вычисление определителя любого 
порядка можно свести к вычислению определителя второго или третьего 
порядка. Например, используя свойство 8 для вычисления определителей 3-го 
порядка, получим: 

=+⋅+⋅== 131312121111

333231

232221

131211

det AaAaAa
aaa
aaa
aaa

A  

...313121211111 =⋅+⋅+⋅= AaAaAa  . 

Особенно удобно использовать формулы разложения по тем строкам или 
столбцам, где некоторые элементы (возможно все, кроме одного) равны нулю. 
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Например, если определитель имеет треугольный вид, то такой определитель 
будет равен произведению элементов главной диагонали: 
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Квадратная матрица А называется невырожденной, если ее определитель 

отличен от нуля: 0det ≠A . В противном случае ( 0det =A ) – вырожденной.  
Если для данной матрицы А существует матрица 1−A  такая, что  

,11 EAAAA == −−  
где Е – единичная матрица, то матрица 1−A  называется обратной матрицей по 
отношению к матрице А. Для каждой невырожденной матрицы существует 
единственная обратная матрица, которая определяется формулой 
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Матрица А* называется союзной или присоединенной, ее элементами 

являются алгебраические дополнения соответствующих элементов 
определителя транспонированной матрицы ТA . 

Пример 1. Вычислить определитель  

213
121

512

−
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−
=∆  

а) по правилу треугольников; б) разложением по первой строке; в) приведя к 
треугольному виду. 

Решение.  
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Пример 2. Дана матрица А: 
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Убедиться, что она невырожденная и найти 1−A . Сделать проверку. 
Решение. Найдем определитель матрицы разложением по 2-ой строке: 
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Поскольку определитель не равен нулю, то матрица А невырожденная и 
для нее обратная матрица существует и определяется формулой 
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312111
1

det
1

AAA
AAA
AAA

A
A . 

Найдем все алгебраические дополнения: 

,1
21
11

,1
11
01

,1
12
01

131211 =
−

−
=−=

−
−=−=

−
= AAA  

,6
21
22

,5
11
32

,4
12
32

232221 −=
−

−==
−

==−= AAA  

.4
11

22
,3

01
32

,3
01
32

333231 −=
−

==−==
−

= AAA  
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Тогда 

.
461
351
341

461
351
341

11

















−
−−
−−

=
















−−
−
−

⋅−=−A  

Сделаем проверку. 

=
















+−+−−+−
++−++−+−
+−−+−−−+

=
















−
−−
−−

⋅
















−
−=−

4636104121
033054011

126618108322

461
351
341

121
011
322

1AA

.
100
010
001

E=















=  

Аналогично можно убедиться в выполнении равенства ЕАA =−1 . 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Вычислить определитель: а) по правилу треугольников; б) разложением 

по i-ой строке; в) разложением по j-му столбцу; г) предварительно приведя к 
треугольному виду. 

 

1.1 1,2,
124
250
312

==
−

−
ji . 1.2 2,3,

150
214

321
==−− ji . 1.3 .3,1,

032
481
251

==
−

−
ji  

2. Решить уравнение. 

2.1 0
31

57
=

+ xx
. 2.2 0

22
142

=
+−
−−

xx
x . 2.3 0

521
331
321

=
+

−
x

x . 

3. Дана матрица А. Убедиться, что она невырожденная и найти обратную 
ей матрицу 1−A . Сделать проверку. 

3.1 
















−−
−=

122
212

221
A . 3.2 
















−
−

=
110
132
543

A .  3.3 
















−
=

150
301
012

A . 

Задания для самостоятельного решения 
1. Вычислить определитель: а) по правилу треугольников; б) разложением 

по i-ой строке; в) разложением по j-му столбцу; г) предварительно приведя к 
треугольному виду. 
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1.1 3,1,
016
432
501

==
−
− ji . 1.2 2,3,

301
276
543

==−
−

ji . 

1.3 2,1,
716
541
302

==
−

− ji . 1.4 1,2,
511
206

541
==

−
−

−
ji . 

1.5 1,3,
724
230
111

==
−

−
ji . 1.6 3,1,

016
432
501

==
−
− ji . 

1.7 2,2,
417
012
553

==
−

−−
ji . 1.8 1,2,

411
055
233

==
−−

−
−

ji . 

1.9 3,3,
310
512
441

==−
−−

ji . 1.10 2,1,
316
431
570

==
−
−
−

ji . 

2. Дана матрица А. Убедиться, что она невырожденная и найти обратную 
ей матрицу 1−A . Сделать проверку. 

2.1 
















−
−

−
=

411
322
101

A . 2.2 
















−−
−−
−

=
216
422
112

A . 2.3 
















−−

−
=

214
253
011

A . 

2.4 














−
=

105
143
541

A . 2.5 
















−−
−=

361
142
053

A . 2.6 
















−
−=
712
143

501
A . 

2.7 
















−
−=

315
531

412
A . 2.8 

















−
−

−
=

073
262

311
A . 2.9 

















−
−

−
=

223
140

612
A . 

2.10 
















−−

−
=

541
623
511

A . 
  

 

1.3 Ранг матрицы 

Выберем в матрице nmА ×  произвольным образом s строк и s столбцов 
( ));min(0 nms ≤≤ . Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк с 
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выбранными столбцами, образуют матрицу порядка s. Определитель этой 
матрицы называется минором матрицы порядка s и обозначается 

{ }
{ }.№столбцов
№строкМ  

Рангом матрицы называется наибольший из порядков отличных от нуля 
миноров этой матрицы. Ранг матрицы обозначается )(Ar  или rangA . Очевидно, 
что );min(0 nmrangA ≤≤ .  

Пусть rrangA = . Базисным минором матрицы A  называется любой 
отличный от нуля минор порядка r. У матрицы может быть несколько базисных 
миноров.  

Свойства ранга матрицы 
1. Ранг матрицы не меняется при транспонировании.  
2. Ранг матрицы не изменится, если вычеркнуть из матрицы нулевой ряд. 
3. Если у матрицы есть несколько одинаковых или пропорциональных 

параллельных рядов, то можно один из них оставить, а остальные вычеркнуть – 
ранг при этом не изменится. 

4. Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях. 
Одним из способов вычисления ранга матрицы является метод, который 

заключается в том, что посредством применения свойств ранга матрицу можно 
привести к виду: 























=

knkk

nk

nk

nk

сс

сcc
сcсс
сcссс

A

......000
.....................

......00

......0

......

3333

222322

11131211

 
, 

где kiсii ,1,0 =≠ . Тогда минор матрицы 0...2211
...12
...12 ≠⋅⋅⋅= kk

k
k cccM , а значит, 

.krangA =  
 
Пример 1. Найти ранг матрицы А и указать ее базисный минор, если 
 



















−
−

−
−

=

1134
2431

0213
1312

A . 

 
Решение. Применим свойства ранга матрицы для поочередного 

обнуления всех элементов ниже главной диагонали во всех столбцах, начиная с 
первого. 
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−−
−−
−−

−

⋅−
⋅−

→
⋅−



















−
−

−
−

→
↔



















−
−

−
−

=

610100
3550
915150
2431

3
2

4

0213
1312

1134
2431

0213
2431

1134
1312

IIV
IIII

IIIIIII
A . 

Получили матрицу, у которой вторая, третья и четвертая строки – 
пропорциональны; третью оставим, а остальные – вычеркнем. В итоге получим 
следующую матрицу, ранг которой равен рангу исходной матрицы: 









−−

−
3550
2431

. 

Поскольку 05
50

3112
12 ≠−=

−
=М , то 2=rangA . 

Укажем базисный минор матрицы А. Для этого в матрице А надо найти 
любой не равный нулю минор второго порядка. Например, 

12
12

2 1
5 0

3 1
М = = − ≠

−
 – базисный минор. Необходимо отметить, что для данной 

матрицы можно указать и другие базисные миноры. 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Найти ранг матрицы и указать ее базисный минор. 

1.1 



















−−

−

6512
556411
1401

21112

.    1.2 



















−−−
−

−
−

16123
1132
3205
1461

.    1.3 



















−−

−

3047
10325
2013
4114

. 

Задания для самостоятельного решения 
1. Найти ранг матрицы и указать ее базисный минор. 

1.1 
















−
−
−

965
542
423

. 1.2
















−
−

152
233
217

. 1.3 
















−
−

222
357

125
. 1.4

















−

−−

147
215
523

. 

1.5 















−
−

312
594
253

. 1.6 
















−
−
−

857
314
543

.  1.7
3 2 2
4 1 5 .
7 1 3

− 
 − 
 − − 

 1.8 
















−
−−

111
011
262

. 

1.9 















−
−

165
642
853

. 1.10
















−
−
−

597
124
473

. 
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1.4 Системы линейных алгебраических уравнений. Решение систем с 

невырожденной матрицей  

Пусть дана система m линейных алгебраических уравнений с n 
неизвестными: 











=+++

=+++
=+++

,...
................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 
 

(
(1.1) 

где числа ija  называются коэффициентами системы, а числа ib – свободными 

членами, njmi ,1,,1 == . Если все 0=ib , то система называется однородной, в 
противном случае – неоднородной. 

Упорядоченная совокупность чисел );;..,,;( 21 nсcc  называется решением 
системы, если каждое из уравнений системы обращается в верное равенство 
после подстановки вместо nxxx ,...,, 21  соответственно nccc ,...,, 21 . 

Система называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, 
и несовместной, если она не имеет ни одного решения. 

Обозначим через А матрицу из коэффициентов системы, через В – 
матрицу-столбец из свободных членов, через BA |  – матрицу, полученную из А 
присоединением столбца свободных членов и через X – матрицу-столбец из 
неизвестных: 



















=




















=



















=



















=

nmmnmm

n

n

mmnmm

n

n

x

x
x

X

b

b
b

aaa

aaa
aaa

ВА

b

b
b

B

aaa

aaa
aaa

A
...

,
...

...
............

...

...

,
...

,

...
............

...

...

2

1

2

1

21

22221

11211

2

1

21

22221

11211

. 

Матрицу А называют основной, а BA |  – расширенной матрицей 
системы. 

Рассмотрим методы решения совместной системы с невырожденной 
матрицей, то есть если 0det ≠A . В этом случае система имеет единственное 
решение. Для простоты будем рассматривать систему из трех уравнений с 
тремя неизвестными (для большего или меньшего числа уравнений и 
неизвестных – все аналогично):  









=++
=++
=++

.
,
,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 (
(1.2) 

1. Формулы Крамера 
Введем следующие обозначения: 
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,,,,

33231

22221

11211

3

33331

23221

13111

2

33323

23222

13121

1

333231

232221

131211

baa
baa
baa

aba
aba
aba

aab
aab
aab

aaa
aaa
aaa

=∆=∆=∆=∆

 
где определители 321 ,, ∆∆∆  получаются из определителя ∆  путем замены его 
первого, второго и третьего столбцов соответственно столбцом свободных 
членов. 

Тогда единственное решение системы (1.2) может быть найдено по 
формулам Крамера: 

.,, 3
3

2
2

1
1 ∆

∆
=

∆
∆

=
∆
∆

= xxx  
(

(1.3) 
 

2. Матричный метод 
Запишем систему (1.2) в матричном виде: BAX = . Умножим обе части 

последнего матричного уравнения слева на матрицу 1−A : .11 BAAXA −− =  
Поскольку EAA =−1  и XEX = , то формула для нахождения столбца из 
неизвестных примет вид: 

.1BAX −=  (
(1.4) 

3. Метод Гаусса 
Суть метода Гаусса состоит в следующем: 1) привести расширенную 

матрицу системы к эквивалентной ей трапециевидной матрице с единичными 
элементами на главной диагонали; 2) записать систему уравнений, которая 
соответствует новой расширенной матрице; 3) из последнего уравнения 
находим 3x  и подставляем его во второе уравнение, из которого находим 2x . 
Продолжая аналогичный процесс, находим 1x .  

Пример 1. Решить систему по формулам Крамера. 









=++
−=−−

=++

.8243
,1342

,05

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Решение. Вычислим определитель основной матрицы системы: 

4120654
43
42

1
23
32

5
24
34

1
243
342

151
−=+−=

−
⋅+

−
⋅−

−−
⋅=−−=∆ . 

Так как 0≠∆ , то система имеет единственное решение. Вычислим 
остальные три определителя: 

8228110
48
41

1
28
31

5
248
341

150

1 −=+−=
−−

⋅+
−−

⋅−=−−−=∆ ; 
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411922
83
12

1
28
31

1
283
312

101

2 =+=
−

⋅+
−−

⋅=−−=∆ ; 

12311211
42

51
8

43
51

1
843
142

051

3 −=−−=
−

⋅+⋅=−−=∆ . 

Тогда по формулам (1.3) получим: 

,2
41
821

1 =
−
−

=
∆
∆

=x  ,1
41

412
2 −=

−
=

∆
∆

=x  .3
41

1233
3 =

−
−

=
∆
∆

=x  

Решение системы: ( )T312 − . 

Пример 2. Решить систему матричным методом. 









=++
=−−
=+−

.6
,523
,02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решение. Для данной системы  
















=
















=
















−−

−
=

3

2

1

,
6
5
0

,
111
123

112

x
x
x

XBA . 

Для нахождения столбца из неизвестных воспользуемся формулой (1.4): 

BAX 1−= , где ∗− ⋅= A
A

A
det

11 . 

,7542
11
23

11
13

11
12

2
111
123

112
det =++−=

−
+

−
+

−−
⋅=−−

−
=A  

,5
11
23

,4
11
13

,1
11
12

131211 =
−

=−=
−

−=−=
−−

= AAA  

,3
11
12

,1
11
12

,2)2(
11
11

232221 −=
−

−====−−=
−

−= AAA  

.1
23
12

,5)5(
13

12
,3

12
11

333231 −=
−
−

==−−=
−

−==
−−

−
= AAA  

Тогда  

















−−
−
−

⋅=−

135
514
321

7
11A , 
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=















⋅

















−−
−
−

⋅== −

6
5
0

135
514
321

7
11BAX

















−
=

















−
=

















⋅−⋅−⋅
⋅+⋅+⋅−
⋅+⋅+⋅−

⋅
3

5
4

21
35
28

7
1

615305
655104
635201

7
1 . 

Таким образом, 3,5,4 321 −=== xxx ; решение системы: ( )T354 − . 

Пример 3. Решить систему методом Гаусса.  









=++
=++
=+−

.644
,42
,022

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы и приведем ее к 
эквивалентной трапециевидной матрице. 

 

IIIIIIII

IIII

III
BA

−⋅−

⋅−

↔
→

















−
−

−−
−−→
















−→















 −
=

10
8

4

430
230

211

6
0
4

414
212
211

6
4
0

414
211
212

|
2

4
 
















→

















−
−

−
−−→

−

−
1

3/8
4

100
3/210

211

2
8

4

200
230

211
)3(:

)2(:

II

III
. 

 
Запишем систему, которая соответствует данной расширенной матрице: 









=
=+
=++

,1
,3832

,42

3

32

321

x
xx
xxx

 

которая легко решается снизу вверх (из второго уравнения находим 2x , а затем 
из первого – 1x ): 









=
==⋅−=
=−−=−−=

.1
,2363238

,022424

3

32

321

x
xx

xxx
 

Таким образом, 1,2,0 321 === xxx ; решение системы: ( )T120 . 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Решить систему: а) по формулам Крамера; б) матричным методом; 

в) методом Гаусса. 
 

1.1 








=−+
=−+
=−+

.0323
,2235

,124

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 1.2 








−=−+−
=++
=++

.15456
,11447
,18378

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 1.3 








=+−
=−+
=+−

.54
,322
,02

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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Задания для самостоятельного решения 

1. Решить систему: а) по формулам Крамера; б) матричным методом; 
в) методом Гаусса. 

 
1.1  









=−−
=−+
=+−

.102
,9243
,21423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.2 









−=−+−
=++

=−

.824
,17253

,1

321

321

21

xxx
xxx

xx
 

1.3    









=−−
=−−
−=−+

.726
,22
,52

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.4 









=+
=++
−=++−

.35
,943

,354

31

321

321

xx
xxx
xxx

 

1.5 









=−+
−=++−

=−+

.1334
,2825

,243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.6  









−=−+
=−+
=++

.635
,053
,442

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.7









−=−+−
−=++

=+−

.954
,1623

,35

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.8









=−+
−=++−

=++

.13243
,252

,63

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.9









−=+−−
=−
=−+

.94
,1252

,1242

321

32

321

xxx
xx

xxx
 

1.10 









=++−
=+−
=++

.5287
,9325
,1142

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

  

 

1.5 Произвольные системы линейных алгебраических уравнений  

Рассмотрим решение произвольных систем вида (1.1). 
Теорема Кронекера – Капелли. Для того, чтобы система (1.1) была 

совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы А был равен рангу 
ее расширенной матрицы BA | .  

Базисными неизвестными совместной системы называют те 
неизвестные, коэффициенты при которых входят в базисный минор, а 
остальные неизвестные – свободными.  

При решении неоднородной системы (1.1) возможны следующие случаи. 
1. ⇒≠ BrangArangA |  система несовместна. 
2. nBrangArangA == | , то есть ранг основной матрицы А равен рангу 

расширенной матрицы BA |  и равен числу неизвестных, тогда система имеет 
единственное решение. Для нахождения этого решения определяем базисный 
минор. Строки расширенной матрицы, которые не вошли в базисный минор, 
вычеркиваем. Далее по полученной расширенной матрице записываем систему, 
у которой число уравнений равно числу неизвестных и которая является 
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невырожденной. Такую систему можно решать любым из рассмотренных выше 
методов.  

3. nrangArangA <= | , то есть ранг матрицы А равен рангу расширенной 
матрицы BA | , но меньше числа неизвестных, тогда система имеет бесконечное 
множество решений. Для их нахождения определяем базисный минор. Те 
неизвестные, коэффициенты при которых вошли в базисный минор, объявляем 
базисными, а остальные – свободными. Записываем систему, в которую вошли 
только те уравнения, коэффициенты при которых входят в базисный минор. 
Далее в каждом уравнении свободные неизвестные переносим в правую часть. 
Таким образом получаем систему с невырожденной основной матрицей, 
которую можно решать, например, методом Гаусса или по формулам Крамера. 
В результате решения получим выражение каждой базисной неизвестной через 
свободные неизвестные. Придавая свободным неизвестным произвольные 
значения, получим соответствующие значения базисных неизвестных. 
Получили общее решение исходной системы (1.1). 

Рассмотрим решение однородной системы вида (1.1), то есть случай, 
когда 0,...,0,0 21 === mbbb .  

Однородная система всегда совместна, так как ранг ее основной матрицы 
всегда равен рангу расширенной матрицы. Набор чисел 0,...,0,0 21 === nxxx  
всегда является решением однородной системы. Такое решение называют 
нулевым или тривиальным. 

При решении однородной системы возможны следующие случаи. 
1. nrangA = , то есть ранг основной матрицы равен числу неизвестных, 

тогда однородная система имеет только тривиальное решение. Например, если 
в системе число уравнений равно числу неизвестных, то для того чтобы 
однородная система имела только нулевое решение, необходимо и достаточно, 
чтобы ее определитель был отличен от нуля. 

2. nrangA < , то есть ранг основной матрицы меньше числа неизвестных, 
тогда однородная система имеет ненулевые решения. В этом случае решение 
однородной системы осуществляют аналогично решению неоднородной 
системы, рассмотренному в пункте 3, только все преобразования проводят над 
основной матрицей. 

Пример 1. Исследовать на совместность и в случае совместности решить 
систему  









=+−
=−+
=+−

.725
,14
,532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
 

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы и приведем ее к 
трапециевидной форме. 
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1

125
132
141

7
1
5

125
141

132
 

















−
−

−
→

4
3
1

000
3110
141

. 

 

Далее определим ранг основной и расширенной матрицы системы: 

;2011
110
4112

12 =⇒≠−=
−

= rangAM

3044
400

3110
141

124
123 =⇒≠=

−
−= BrangAM . 

Таким образом, ⇒≠ BrangArangA | система несовместна. 
 
Пример 2. Исследовать на совместность, и в случае совместности решить 

систему.  









−=+−+
−=+−+

=−+−

.1271185
,324

,232

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 
Решение. Выпишем расширенную матрицу системы и приведем ее к 

трапециевидной форме. 

















−
−

−
−

−−

⋅−
→

⋅−

















−
−

−
−

−−
=

22
11
2

1226180
61390
1321

5

4

12
3

2

71185
2114
1321

|
IIII

III
BA . 

 
В полученной матрице вторая и третья строки пропорциональны, одну 

можно вычеркнуть, например третью. Далее, каждый элемент второй строки 
разделим на 9. В итоге получим следующую расширенную матрицу: 









−−

−−
9/11

2
3/29/1310
1321

. 

Минор ⇒==⇒≠=
−

= 2|01
10
2112

12 BrangArangAM система 

совместна; а поскольку число неизвестных ,24 >=n  то система имеет 
бесконечное множество решений. Найдем эти решения. 

За базисный минор примем минор 12
12M ; тогда −21, xx  базисные 

неизвестные, −43 , xx  свободные неизвестные.  
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Выпишем по полученной в итоге преобразований расширенной матрице 

систему, равносильную исходной, и выразим из нее базисные неизвестные 
через свободные. 





⇒
−=+−

=−+−
,9/113/29/13

,232

432

4321

xxx
xxxx





−+−=
−−−=

.3/29/139/11
,3/19/19/4

432

431

xxx
xxx

 

 
Пусть ,, 2413 СxСx ==  где ., 21 RСС ∈  Получим: 











=
=

−+−=
−−−=

,
,

,3/29/139/11
,3/19/19/4

24

13

212

211

Сx
Сx

ССx
ССx

  RСС ∈21, . 

Тогда общее решение 

RСС

С
С

СС
СС

∈


















−+−
−−−

21

2

1

21

21

,,
3/29/139/11

3/19/19/4

. 

Пример 3. Решить однородную систему линейных алгебраических 
уравнений.  









=+−
=+−
=++

.0453
,032
,023

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решение. Составим основную матрицу системы и преобразуем ее к 
трапециевидной форме. 









→








=−

→
















−−
−−

⋅−
→

⋅−

















−
−=

−

7/110
231

170
231

2140
170

231

3

2

453
312
231

)7(:II

IIIII

III
A . 

Минор ⇒=<=⇒≠== nrangAM 3201
10
3112

12  система имеет 

бесконечное множество решений. Найдем их. В качестве базисного минора 
выберем 12

12M , тогда 21 , xx  – базисные неизвестные, 3x  – свободное 
неизвестное.  

Выпишем по полученной в итоге преобразований матрице однородную 
систему, равносильную исходной, и выразим из нее базисные неизвестные 
через свободные. 









−=
−=

⇒
=+
=++

.7/1
,7/11

,07/1
,023

32

31

32

321

xx
xx

xx
xxx

 

Пусть .,3 RCCx ∈=  Тогда общее решение исходной системы: 
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.,
7
1

7
11 RCCCC

T

∈





 −−  

Задания для решения на практическом занятии 
1. Исследовать на совместность и в случае совместности решить систему. 

1.1









=++−
=++−
−=−−

.7353
,122
,453

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 1.2









=−−
−=+−
=−+

.105713
,23
,845

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 1.3









=−++
=−−+
=−−+

.53
,9452
,4322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

 
2. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений.  

2.1









=−+−
=+−
=−+

.033
,025
,042

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 2.2









=++−
=−−
=++−

.0114
,0723
,052

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 2.3









=++
=−−−
=+−+

.03411
,07322

,0243

421

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 

Задания для самостоятельного решения 
1. Исследовать на совместность и в случае совместности решить систему. 
 

1.1 a) 








=+−
=−+
=+−

.2243
,4

,334

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=+++
=−−+
=−−+

.3352
,4273
,1432

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

1.2 a) 








=−+
=++−

=+−

.02310
,542

,753

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=−−+
=−−+

=−−+

.234
,33472

,123

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

1.3 a) 








=−
=+−

=+−

.233
,4723
,1358

31

321

321

xx
xxx

xxx
 б) 









=−−−
=+−

=++−

.344
,7292

,4435

4321

321

4321

xxxx
xxx

xxxx
 

1.4 a) 








=++
=++
=++

.1427
,435

,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=+−−−
=+−−

−=−++

.2117673
,1063

,1545

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

1.5 a) 








=+−
−=+−
=−+−

.92
,132
,643

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









−=++−
=−+−
=++−

.1016932
,1023

,032

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
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1.6 a) 








−=++
=++
=−−

.5843
,635

,8227

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=+−+
=+−+
=++−

.2692
,3343
,4544

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

1.7 a) 








=++
=−−
=++

.0178
,74

,10523

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=++−
=++−
=++−

.1055
,7232
,4452

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

1.8 a) 








=−+
=−+
=+−

.13
,2432

,632

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=+++
=+++
−=+−+

.63543
,02234

,625

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

1.9 a) 








−=−−
=−−
−=++

.1672
,822

,334

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 б) 








=+−+
=−−+
=+−+

.12236
,524

,7322

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

1.10 a) 








=++−
=+−
=++

.45
,83

,12335

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 









=++−
−=++−

=+−+

.34
,1343

,725

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

 
2. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений.  
 

2.1  









=−−
=+−

=−+

.0736
,0954

,08

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

2.2   









=+−
=−+
=+−

.0815
,072
,065

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.3  









=−+
=−+
=+−

.0455
,032
,052

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.4    









=++
=+−
=++

.043
,023
,032

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.5   









=+−
=+−
=+−

.0654
,02

,0823

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

2.6   









=+−
=++
=+−

.04
,0235

,067

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

2.7









=−+
=−+
=−+

.03116
,03

,054

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

2.8 









=−−
=++
=−−

.033
,034
,0572

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.9  









=+−
=−+
=+−

.0535
,03
,02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.10









=+−
=−+
=++

.052
,0323

,025

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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2 ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

2.1 Векторы. Линейные операции над векторами. Базис и 
координаты вектора 

Величины, для определения которых кроме числового значения, 
необходимо знать ещё и направление, называются векторными. Векторные 
величины геометрически изображаются с помощью векторов.  

Вектором называется направленный отрезок, то есть отрезок, имеющий 
определённую длину и определённое направление. Если точка А – начало 
вектора, а точка В – его конец, то вектор обозначается АВ . Также векторы 
могут обозначаться малыми буквами латинского алфавита: cba ,,  и т. д. 

Длиной или модулем вектора АВ  называется расстояние между началом 
и концом этого вектора и обозначается AB . Вектор, длина которого равна 

нулю, называется нулевым и обозначается 0. Нулевой вектор направления не 
имеет.  

Векторы a  и b  называются коллинеарными (записывают ba || ), если они 
лежат либо на одной прямой, либо на параллельных прямых. Нулевой вектор 
считается коллинеарным любому вектору. 

Два вектора называются равными, если они коллинеарны, одинаково 
направлены и имеют одинаковые длины.  

Из определения равенства векторов следует, что вектор можно 
переносить в пространстве посредством параллельного переноса, поэтому 
векторы называются свободными.  

Векторы в пространстве называются компланарными, если они лежат в 
одной плоскости или в параллельных плоскостях.  

Под линейными операциями над векторами понимают операцию 
умножения вектора на число, а также сложение и вычитание векторов. 

Произведением вектора a  на число R∈λ  называется вектор aλ , 
удовлетворяющий условиям: 1) длина вектора aλ  равна произведению модуля 
числа λ  на длину вектора a : ;аа ⋅= λλ  2) вектор aλ  коллинеарен вектору a , 

причём направление aλ  совпадает с направлением a  ( )aa ↑↑λ , если 0>λ , и 
противоположно ему ( )aa ↑↓λ , если 0<λ . 

Суммой двух векторов a  и b  называют третий вектор ba + , который 
можно находить либо по правилу треугольника, либо по правилу 
параллелограмма.  

Правило треугольника. Выберем в пространстве точку и параллельным 
переносом перенесём вектор a  так, чтобы его начало оказалось в этой точке. 
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Затем перенесём вектор b  таким образом, чтобы его начало оказалось в конце 
вектора a . Вектор, соединяющий точку – начало первого вектора с точкой – 
концом второго, и будет искомый вектор ba +  (рис. 1). 

 

 
Рисунок 1 – Сложение векторов по правилу треугольника 

 
Правило параллелограмма. Возьмём произвольную точку и 

параллельным переносом перенесём векторы a  и b  так, чтобы их начало 
оказалось в этой точке. Далее на этих двух векторах, как на сторонах, строим 
параллелограмм. Вектор ba +  – это направленная диагональ параллелограмма, 
выходящая из общей точки-начала (рис. 2). 

 

 
Рисунок 2 – Сложение векторов по правилу параллелограмма 

 
Разностью двух векторов a  и b  называется такой вектор ,c  который 

нужно сложить с вектором ,b  чтобы получить вектор ,a  то есть 
.acbcba =+⇔=−  Чтобы построить вектор ,bac −=  нужно параллельным 

переносом перенести векторы a  и b  к общему началу, и тогда вектор bac −=  
будет соединять конец вектора b  с концом вектора a  (рис. 3). 
 

 
Рисунок 3 – Разность векторов по правилу треугольника 

 
Линейные операции над векторами обладают свойствами ),( R∈βα : 

1) abba +=+ ; 2) ( ) ( ) cbacba ++=++ ; 3) aa =+ 0 ; 4) aaa  βαβα +=+ )( ; 
5) baba

 ααα +=+ )( . 
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Свойства линейных операций позволяют проводить преобразования над 

векторами так, как это делается в обычной алгебре: слагаемые менять местами, 
вводить скобки, группировать, выносить за скобки как скалярные, так и 
векторные множители.  

Базисом на плоскости называют любые два неколлинеарных вектора на 
этой плоскости, взятые в определённом порядке. Если на плоскости выбран 
базис 21,ee , то любой вектор a  этой плоскости можно разложить по векторам 

21,ee , и такое разложение единственно, 21 eyexa += . 
Базисом в пространстве называют любые три некомпланарных вектора 

в этом пространстве, взятые в определённом порядке. Если в пространстве 
выбран базис 321 ,, eee , то любой вектор a  этого пространства можно разложить 

по векторам 321 ,, eee , и такое разложение единственно: 321 ezeyexa ++= . При 
этом коэффициенты zyx ,,  в данном разложении называют координатами 

вектора a  в базисе 321 ,, eee  и записывают ( )zyxa ;;  или ( )zyxa ;;=   
Базис называют ортонормированным, если базисные векторы попарно 

ортогональны и длина каждого из них равна единице. На плоскости 
ортонормированный базис принято обозначать },{ ji , в пространстве – }.,,{ kji  

Декартовой системой координат в пространстве называют 
совокупность фиксированной точки О и базиса 321 ,, eee . Декартова система 
координат с ортонормированным базисом называется прямоугольной 
системой координат.  

Вектор OM  для произвольной точки М называют ее радиус-вектором. 
Координаты радиуса-вектора точки М по отношению к началу координат 
называют координатами точки М в рассматриваемой системе координат. 

Для векторов, заданных своими координатами в некотором базисе, имеют 
место следующие свойства. 

1. При умножении вектора ( )zyxa ;;  на число R∈λ  все его координаты 

умножаются на это число: ( ).;; zyxa λλλλ =⋅  

2. При сложении (вычитании) векторов ( )111 ;; zyxa =  и ( )222 ;; zyxb =  
складываются (вычитаются) их соответствующие координаты: 

( ).;; 212121 zzyyxxba ±±±=±  

3. Вектор ( )111 ;; zyxa =  коллинеарен вектору ( )222 ;; zyxb = , если их 
соответствующие координаты пропорциональны: 212121 ,, zzyyxx λλλ ===  или 

2

1

2

1

2

1
z
z

y
y

x
x

== , где λ  − некоторое число.  

4. Вектор ( )111 ;; zyxa =  равен вектору ( )222 ;; zyxb = , если их 
соответствующие координаты равны: .,, 212121 zzyyxx ===  
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Пусть в прямоугольной системе координат даны точки );;( 111 zyxA  и 

).;;( 222 zyxB  Тогда координаты вектора AB  определяются по формуле 
),;;( 121212 zzyyxxАВ −−−=  

а его длина: 
( ) ( ) ( ) .2

12
2

12
2

12 zzyyxxАВ −+−+−=  
Координаты точки ),;;( zyxM  лежащей на отрезке AB  и делящей этот 

отрезок в отношении λ , то есть в случае ,MBAM λ=  вычисляются по 
формулам деления отрезка в данном отношении: 

.
1

,
1

,
1

212121

λ
λ

λ
λ

λ
λ

+
+

=
+
+

=
+
+

=
zzzyyyxxx  

При 1=λ  точка M  делит отрезок AB  пополам, и последние формулы 
принимают вид  

2
,

2
,

2
212121 zzzyyyxxx +

=
+

=
+

= . 

Пример 1. Даны три точки: )3;5;2(),2;1;2(),0;3;1( −−− СВА . Найти: 

а) координаты вектора ВСАВ 23 − ; б) АС . 
Решение.  
1. Сначала найдем координаты векторов АВ  и ВС : 
( ) )2;4;3(02);3(1;12 −=−−−−−=АВ , ( ) )5;4;4(23;15);2(2 −=−−−−−=ВС . 
Тогда )16;4;17()10;8;8()6;12;9()5;4;4(2)2;4;3(323 −=−−−=−−−=− ВСАВ . 
2. Координаты вектора АС : ( ) )3;8;1(03);3(5;12 −=−−−−−=АС . Тогда его 

длина: 749641)3(81 222 =++=−++=АС . 
Пример 2. Отрезок АВ разделен точками М1, М2, М3, М4 на пять равных 

частей. Определить координаты точки М3, если )3;1;4(−А  и )2;0;6( −В . 
Решение. Рассмотрим отрезок, на котором расположены точки в 

указанном порядке (рис. 4). 

 
Рисунок 4 – Расположение точек на отрезке 

 

Введем в рассмотрение векторы 3АМ  и ВМ3 . Очевидно, что 
BМАМ 33 2/3 ⋅= . Тогда для нахождения координат точки );;(3 zyxМ

воспользуемся формулами деления отрезка в данном отношении при :2/3=λ  

.0
2/31

)2(2/33,4,0
5
2

2/5
1

2/31
02/31,2

2/5
5

2/31
62/34

=
+

−⋅+
====

+
⋅+

===
+

⋅+−
= zyx  

Таким образом, )0;4,0;2(3М . 
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Пример 3. Даны три последовательные вершины параллелограмма 

).4;4;6(),1;2;3(),3;2;1( CBA −  Найти его четвертую вершину D  и точку O  
пересечения его диагоналей. 

Решение. Обозначим координаты точек D и O так: );;( DDD zyxD  и 
).;;( OOO zyxO  Тогда ).3;2;3(),3;2;1( =−+−= BCzyxAD DDD  Поскольку         

ABCD  − параллелограмм, то BCAD =  (рис. 5).  
 

 
 

Рисунок 5 –  Параллелограмм ABCD 
 

Но у равных векторов должны быть равны их соответствующие 
координаты. Получим систему: 









=−
=+
=−

.33
,22

,31

D

D

D

z
y
x

 

Отсюда имеем: 6,0,4 === DDD zyx  или )6;0;4(D . 
Для нахождения координат точки O  воспользуемся формулами 

координат середины отрезка :AC   

5,3
2

43
2

,1
2

42
2

,5,3
2

61
2

=
+

=
+

==
+−

=
+

==
+

=
+

= CA
O

CA
O

CA
O

zzzyyyxxx . 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Даны три точки: )5;1;0(),1;3;2(),7;1;4( −−− СВА . Найти: а) координаты 

вектора ВАСВ 52 + ; б) СА . 

2. В пространстве заданы векторы )2;5;4(−=a  и kjib +−= 32 . Найти 
координаты векторов: abbabaa 5,03,,,2 −−+ . 

3. Отрезок АВ разделен точками М1, М2, М3 на четыре равные части. 
Определить координаты точек М1 и М2, если )4;1;3( −А , )1;3;2( −В . 

4.  Известно, что векторы )2;7;( −= xa  и )1;1;3( −= yb  коллинеарны. 
Найти значения x и y. 

5.  Найти координаты единичного вектора, коллинеарного вектору 
)2;1;2( −−=b . 

6. Точки )5;5;(),1;3;2(),3;1;1( xСВА −−  лежат на одной прямой. Найти 
значение x. 
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7.   В параллелограмме ABCD известны координаты двух 

последовательных вершин: )1;4;6(),5;2;3( −− ВА  и точки пересечения 
диагоналей: )4;3;1( −О . Найти координаты остальных вершин параллелограмма. 

8. В некотором базисе векторы заданы координатами: )2;1;1(=a , 
)1;2;2( −=b , )8;4;0(=c  и )3;1;1( −−=d . Найти координаты вектора a  в базисе 

dcb ,, . 
9. Найти координаты единичного вектора e , направленного по 

биссектрисе угла, образованного векторами )2;6;3(−=a  и )1;2;2( −=b . 

Задания для самостоятельного решения 
1. Даны координаты точек A,B,C и D. Найти: а) координаты вектора 

DCAВ βα + ; б) длину вектора d ; в) координаты точки М, делящей отрезок AD 
в соотношении βα : . 
1.1 BCdDСВА ===−−−−− ,2,3),4;1;12(),3;1;10(),1;5;0(),7;4;3( βα . 
1.2 BDdDСВА ===−−− ,4,1),7;5;0(),6;3;1(),2;1;10(),9;0;4( βα . 
1.3 CAdDСВА ===−−−−−− ,3,2),0;5;5(),2;3;9(),1;1;1(),1;3;8( βα . 
1.4 CBdDСВА ===−−−−−−− ,5,2),2;1;4(),5;1;6(),2;1;2(),3;4;0( βα . 
1.5 DBdDСВА ===−−−− ,4,1),4;1;8(),3;5;2(),1;0;7(),3;2;1( βα . 
1.6 BCdDСВА ===−−−− ,5,2),5;1;3(),0;1;9(),1;2;2(),4;1;3( βα . 
1.7 CDdDСВА ===−−−−−− ,1,5),6;1;0(),1;3;7(),1;5;3(),2;6;1( βα . 
1.8 BCdDСВА ===−−−−− ,3,4),1;1;5(),3;1;7(),0;4;8(),2;1;3( βα . 
1.9 BDdDСВА ===−−−− ,2,5),4;1;4(),6;1;1(),2;3;5(),4;2;1( βα . 
1.10 BAdDСВА ===−−−−− ,5,1),1;0;8(),3;5;3(),1;7;1(),0;4;2( βα . 

 
2. В некотором базисе векторы заданы координатами: a , b , c  и d . Найти 

координаты вектора a  в базисе dcb ,, . 
2.1 )1;2;4(),1;4;2(),2;3;3(),10;9;21( −−=−−=== dcba . 
2.2 )3;4;5(),2;3;2(),1;2;3(),1;12;5( −−=−−==−= dcba . 
2.3 )2;4;2(),1;1;1(),1;4;2(),4;6;0( =−=== dcba . 
2.4 )4;2;2(),1;1;1(),4;1;2(),22;11;8( =−=== dcba . 
2.5 )1;2;3(),5;4;1(),1;3;2(),3;1;0( −=−==−= dcba . 
2.6 )1;3;1(),2;1;3(),3;2;2(),1;0;4( ==== dcba . 

2.7 )4;2;2(),1;1;1(),4;1;2(),3;4;3( =−==−−= dcba . 
2.8 )7;5;1(),3;1;4(),0;4;1(),6;2;9( −−=−==−−−= dcba . 
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2.9 )4;1;2(),2;1;4(),3;2;3(),11;4;11( −−=−−=== dcba . 

2.10 )2;1;6(),4;1;5(),1;3;3(),9;4;8( ==−−=−−= dcba . 
 

2.2 Скалярное произведение векторов 

Проекцией вектора AB  на ось l (обозначается ABnpl ) называется длина 
отрезка CD этой оси, заключённого между проекциями на ось l точек A и B 
соответственно, взятая со знаком «+», если угол между вектором AB  и осью l 
острый, и со знаком «–», если этот угол – тупой (рис. 6). При 2πα =  отрезок 

CD превращается в точку и .0=ABпрОх  

 
 

Рисунок 6 – Проекция вектора на ось 
 

Проекция вектора на ось равна длине этого вектора, умноженной на 
косинус угла между вектором и осью:  

 
.cosα⋅= ABABпрl  (2.1) 

В прямоугольной системе координаты вектора );;( zyxa =  равны 
соответственно проекциям вектора на оси координат:  

.,, aпрzaпрyапрx OzOyОх ===
 

 
Углом между двумя векторами называется наименьший угол между 

этими векторами, приведёнными к общему началу. Угол между векторами а  и 

b  символически записывают так: ( )
∧

ba, . Очевидно, что ( ) .,0 π≤≤
∧

ba  
Скалярным произведением двух векторов называется число, равное 

произведению длин этих векторов на косинус угла между ними: 

.,cos 









⋅⋅=⋅

∧

bababa  (2.2) 

Перечислим основные свойства скалярного произведения. 
1. Скалярное произведение коммутативно: .abba ⋅=⋅  
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2. Для любого вектора скалярный квадрат равен квадрату модуля: 

.
22

aaaa ==⋅  Из последнего равенства следует: .
2

aa =  

3. Скалярное произведение равно нулю, если сомножители ортогональны 
или хотя бы один из них равен нулю: aba ⇔=⋅ 0 ⊥b  или 0=a  или .0=b  

4. Скалярное произведение обладает свойством ассоциативности 
относительно скалярного множителя: ).()()( bababa ⋅=⋅=⋅ λλλ  

5. Скалярное произведение дистрибутивно относительно сложения: 
.)( cabacba ⋅+⋅=+⋅  

Пусть векторы заданы своими координатами в ортонормированном 
базисе: kzjyixa 111 ++=  и kzjyixb 222 ++= . Тогда их скалярное 
произведение определяется формулой 

 
.212121 zzyyxxba ++=⋅  (2.3) 

 
Рассмотрим некоторые приложения скалярного произведения. 
1. Проекция вектора на другой вектор. С учетом формулы (2.1) из 

формулы (2.2) имеем: 

a
babпр

a
⋅

=  или 
b

baaпрb
⋅

= . (2.4) 

 
2. Угол между двумя векторами. Из определения скалярного 

произведения следует, что  

( ) ( ).0,0,, ≠≠
⋅

⋅
=

∧

ba
ba
babaсos  (2.5) 

В частности, если векторы заданы своими координатами в 
ортонормированном базисе: kzjyixa 111 ++=  и kzjyixb 222 ++= , то 
последнюю формулу можно переписать так: 

 

( ) .,
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

zyxzyx

zzyyxxbaсos
++⋅++

++
=

∧

 (2.6) 

 
3. Направляющие косинусы векторов. В прямоугольной системе 

координат направление вектора ( )zyxa ;;  определяется углами ,,, γβα  
образованными вектором a  с положительными направлениями осей OzOyOx ,,  

соответственно (или вектором a  с векторами kji ,,  соответственно). Косинусы 
этих углов называются направляющими косинусами этого вектора и 
определяются по формулам:  
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,cos
222 zyx

x

++
==α ,cos

222 zyx

y

++
==β

222
cos

zyx

z

++
==γ . 

 
Направляющие косинусы связаны соотношением 

1coscoscos 222 =++ γβα . 
Заметим, что все формулы приведены для трехмерного пространства. Для 

двумерного случая (на плоскости) эти формулы также справедливы с той лишь 
особенностью, что третья координата отсутствует. 

Пример 1. Вычислить скалярное произведение ba ⋅ , если ,2 qpa −=

,23 qpb +=  где qp,  − единичные векторы, а угол между ними равен .
3
πα =   

Решение. Воспользуемся свойствами скалярного произведения и его 
определением. Имеем: 

( ) ( ) =−−+=+⋅−=⋅
22

2346232 qpqqppqpqpba  

.5,4
2
1412

3
cos1626

22
=+=⋅−⋅+⋅=−+=

πqpqqpp  

Пример 2. Даны вершины треугольника )1;1;5(),3;2;3(: −− BAABC , 
).1;2;1( −C  Вычислить внутренний угол при вершине А.  

Решение. Внутренний угол при вершине А − это угол между векторами 
AB  и .AC  Так как ),4;4;2(),2;1;2( −−=−= ACAB  то по формуле (2.6) имеем: 

.
9
4

63
8

4)4()2(2)1(2

42)4()1()2(2,cos
222222

=
⋅

=
+−+−⋅+−+

⋅+−⋅−+−⋅
=

⋅

⋅
=









 ∧

ACAB
ACABACAB  

Следовательно, .74
9
4arccos, ≈=









 ∧

ACAB  

Пример 3. Найти координаты вектора a , если известно, что 26=a , 

0<aпрOz  и он перпендикулярен к векторам )3;2;4( −−=b  и )3;1;0(=c . 
Решение. Обозначим координаты вектора a  через zyx ,, , то есть 

).;;( zyxa =  Так как ba ⊥  и ca ⊥ , то 0=⋅ba  и 0=⋅ ca . Воспользовавшись 
формулой (2.3), два последних равенства запишем в виде системы: 

.
,

,3
,)4/3(

,3
,)4/3(

,03
,0324

RC
Cz

Cy
Cx

zy
zx

zy
zyx

∈








=
−=
−=

⇒




−=
−=

⇒




=+
=−−

 

Таким образом, координаты искомого вектора: ( )ССCa ;3;)4/3( −−= .  

Далее, так как 26=a , то 269)16/9( 222 =++ ССС . Тогда  
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826)4/13(26)16/169( 2 ±=⇒=±⇒= ССС . 
Поскольку по условию 0<aпрOz , а zaпрOz = , то 80 −=⇒< Cz . Значит, 

искомый вектор: ( )8;24;6 −=a . 

Задания для решения на практическом занятии 

1. Векторы a  и b  образуют угол 120=ϕ . Зная, что 3,4 == ba , найти: 

1) ba ⋅ ;    2) ( ) ( )baba −⋅+ 32 ;   3) ba + ; 4) ba − ; 5) bпрa . 

2. Даны векторы kjia 234 +−=  и kjib 22 −−= . Вычислить: 1) ba ⋅ ; 

2) ( ) ( )baba 352 +⋅− ;   3) ba + ;    4) ba − ;   5) aпр
b

;   6) ( )
∧

baсos , . 

3. Даны вершины четырехугольника ABCD: ),1;1;4(),3;5;5( −−− BA
)2;2;1(),0;4;1( −DC . Доказать, что его диагонали взаимно перпендикулярны. 

4. Найти координаты вектора a , коллинеарного и противоположно 
направленного вектору )2;3;1( −b  и удовлетворяющего условию 42=⋅ba . 

5. Найти значение параметра p, при котором векторы kjipa 24 ++=  и 
kpjib +−= 32  будет перпендикулярны. 

6. Даны векторы )3;2;1( −=a  и )5;1;3( −=b . Найти координаты вектора ,c  
перпендикулярного оси Oz и удовлетворяющего условиям: 4−=⋅ca  и 9=⋅ cb . 

7. Даны вершины треугольника ABC: )1;1;5(),1;2;1(),3;2;3( −−− СBA . 
Вычислить: 1) внутренний угол при вершине С; 2) угол между его медианами; 
3) ABпрAC . 

Задания для самостоятельного решения 

1. Даны векторы cba ,, . Найти: 1) ba ⋅ ; 2) ( ) cba ⋅+ βα ; 3) ( )
∧

ba, ; 
4) ( )cbпрa −  ; 5) координаты вектора d , коллинеарного и сонаправленного 

вектору a  и удовлетворяющего условию 1=⋅ ad . 
1.1 3,2),7;1;4(),1;3;3(),5;1;2( −==−=−−=−= βαcba . 
1.2 2,3),1;3;5(),1;2;8(),3;1;4( −==−−=−=−−= βαcba . 
1.3 5,2),5;1;1(),7;1;4(),3;2;6( =−=−=−=−= βαcba . 
1.4 2,3),2;3;10(),4;2;7(),1;2;5( =−=−=−−=−−= βαcba . 
1.5 3,5),4;1;8(),1;6;3(),5;2;7( −==−=−−=−= βαcba . 
1.6 3,4),1;2;9(),1;3;4(),5;6;2( =−=−−=−=−−= βαcba . 
1.7 3,4),2;1;6(),5;3;1(),2;4;7( −==−=−=−= βαcba . 
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1.8 2,5),6;1;4(),1;2;8(),5;3;1( −==−−=−−=−−= βαcba . 
1.9 5,2),7;1;5(),4;3;3(),5;5;2( −==−=−=−= βαcba . 
1.10 5,3),9;1;1(),3;5;2(),1;4;3( =−=−=−=−−= βαcba . 

2. Найти координаты вектора a , если он ортогонален векторам b  и c  
( )caba ⊥⊥ , , известна его длина a  и дополнительное условие. 

2.1 0,86,
9
1;1;1,

3
1;1;1 <=






 −=






 −−= aпрacb Ox . 

2.2 ( ) ( ) 0,105,1,0;1;1,3,0;1;1 >=−−=−= aпрacb Oy . 

2.3 0,41,
6
1;1;1,

2
1;1;1 <=






 −−=






 −= aпрacb Oy . 

2.4 ( ) 0,14,
3
1;1;1,1;1;1 <=





 −=−−= aпрacb Oy . 

2.5 ( ) ( ) 0,3,5,0;1;1,5,1;1;1 >=−−=−−−= aпрacb Oz . 

2.6 ( ) ( ) 0,30,2,0;1;1,6,0;1;1 <=−−=−= aпрacb Ox . 

2.7 0,69,
8
1;1;1,

8
3;1;1 <=






 −−=






 −= aпрacb Oz . 

2.8 ( ) ( ) 0,6,1;1;1,3;1;1 >=−=−−= aпрacb Ox . 

2.9 0,19,
4
1;1;1,

4
3;1;1 <=






 −−=






 −= aпрacb Oz . 

2.10 0,149,
12
1;1;1,

4
1;1;1 >=






 −−=






 −= aпрacb Oz . 

 

2.3 Векторное и смешанное произведение векторов 

Упорядоченная тройка некомпланарных векторов cba ,, , приведенных к 
общему началу, называется правой, если из конца вектора с  кратчайший 
поворот от первого вектора a  ко второму вектору b  виден против хода часовой 
стрелки. В противном случае тройка cba ,,  называется левой.  

Векторным произведением векторов a  и b  называется вектор, 
обозначаемый bac ×=  или [ ]bac ,=  и удовлетворяющий следующим трём 
условиям: 
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1) длина вектора ba×  равна площади параллелограмма, построенного на 

векторах a  и b , то есть ( )
∧

⋅⋅=× bababa ,sin ; 

2) вектор bac ×=  перпендикулярен к плоскости векторов a  и b : c a⊥
 

,
;c b⊥

 
 
3) упорядоченная тройка векторов cba ,,  − правая. 
Перечислим основные свойства векторного произведения. 
1. При перестановке множителей векторное произведение меняет 

направление на противоположное, сохраняя модуль:   
.abba 

×−=×  
2. Векторное произведение равно нулю, если хотя бы один из 

сомножителей равен нулю, либо сомножители коллинеарны: 
00 =⇔=× aba  или 0=b  или ba || . 

В частности, 0=× aa . 
3. Скалярный множитель можно выносить за знак векторного 

произведения: 
) ()( baba


×⋅=× λλ или )()( baba


×⋅=× λλ . 

4. Векторное произведение дистрибутивно относительно сложения: 
( ) cbcacba 

×+×=×+ . 
Пусть векторы заданы своими координатами в ортонормированном 

базисе: kzjyixa 111 ++=  и kzjyixb 222 ++= . Тогда их векторное 
произведение вычисляется по формуле 

 

.
22

11

22

11

22

11

222

111 yx
yx

k
zx
zx

j
zy
zy

i
zyx
zyx
kji

ba





+−==×  (2.7) 

 
Смешанным произведением векторов ba,  и c  называется число, 

обозначаемое cba  и определяемое как скалярное произведение вектора ba×  и 
вектора :c  

( ) .cbacba ⋅×=  
Перечислим основные свойства смешанного произведения. 
1 Смешанное произведение не меняется при циклической перестановке 

его векторов-сомножителей: .bacacbcba ==  
2. Смешанное произведение меняет знак на противоположный при 

перестановке любых двух векторов-сомножителей:  
 

.bcabacabcacbcabcba −==−==−=  
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3. Смешанное произведение не меняется при перемене местами знаков 

векторного и скалярного умножения: ).()( cbacba ×⋅=⋅×  
4. Смешанное произведение трех ненулевых векторов равно нулю тогда и 

только тогда, когда векторы компланарны: 
сbacba ,,0 ⇔=  − компланарны. 

Пусть векторы заданы своими координатами в ортонормированном 
базисе: kzjyixa 111 ++= , kzjyixb 222 ++=  и kzjyixс 333 ++= . Тогда их 
смешанное произведение вычисляется по формуле 

 

.

333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba =  (2.8) 

 
Рассмотрим некоторые приложения смешанного произведения. 
1. Определение взаимной ориентации векторов в пространстве  
Если ,0>cba  то cba ,,  − правая тройка; если же ,0<cba  то cba ,,  − левая 

тройка. 
2. Установление компланарности векторов  
Векторы cba ,,  − компланарны ⇔ 0=cba . 
3. Определение объёмов пространственных фигур 
Объем параллелепипеда, построенного на векторах ba,  и c , вычисляется 

по формуле .cbaV дапарал =−  

Объем треугольной призмы, построенной на векторах ba,  и c , 

вычисляется по формуле .
2
1 cbaVпризмы ⋅=  

Объем треугольной пирамиды, построенной на векторах ba,  и c , 

вычисляется по формуле .
6
1 cbaVпирамиды ⋅=  

Пример 1. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 
kjia
 32 ++=  и .532 kjib


++=  

Решение. Воспользуемся формулой baSпарал ×= . Сначала найдем 

векторное произведение векторов a  и b : 

)1;1;1(
532
321 −=−+==× kji
kji

ba . 
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Тогда ( ) 3111 222 =−++=×= baSпарал  кв. ед. 

Пример 2. Установить, компланарны ли  векторы ,52 kjia


+−=

kjib


−+−= 25  и kic


+= . В случае их некомпланарности определить 
ориентацию упорядоченной тройки сba ,, . 

Решение. Вычислим смешанное произведение векторов сba ,, : 

1051014
101
125

512
−=−−+=−−

−
=cba . 

Поскольку 010 <−=cba , то векторы сba ,,  некомпланарны и образуют 
правую тройку. 

Пример 3. Найти объем треугольной пирамиды, вершинами которой 
являются точки ).2;7;3(),3;2;6(),5;3;2(),1;0;2( DCBA  

Решение. Найдем координаты трех векторов, выходящих из одной точки, 
например из точки А: ( ) ( ) ( )1;7;1,2;2;4,4;3;0 === ADACAB .  

Далее найдем смешанное произведение этих векторов: 
 

.981286112
171
224
430

=−−+==ADACAB  

Тогда объем пирамиды: 
3

4998
6
1

6
1

=⋅=⋅= ADACABVпирамиды куб. ед.  

Задания для решения на практическом занятии 

1.  Даны векторы )2;7;2(),5;1;3( −=−−= ba . Найти: а) ba× ; 
б) ( ) ( )baba −×+  ;   в) ( ) ( )baba 23 +×− . 

2.  Найти площадь треугольника ABC с вершинами в точках 
)2;6;4(),5;1;0(),3;2;1( −−−− CBA . 

3. Даны векторы kjibkjia +−−=−+= 7,53 . Найти такой вектор c , что 

bcac ⊥⊥ , , cba ,,  – левая тройка и 1=c . 
4. Даны точки )2;1;1(),3;2;4(),5;3;0(),0;1;2( −−−− DCBА . Найти смешанное 

произведение векторов CDBCAB . 
5. Установить, компланарны ли векторы kjibkjia 432,24 −−=++−=  и 

kjiс 23 ++−= . 
6. Установить, лежат ли точки )6;0;5(),0;3;2(),3;2;1(),2;1;2( −− DCBA  на 

одной плоскости.  
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7. Найти объем и длину высоты, опущенной на грань BCD, треугольной 

пирамиды с вершинами в точках )3;1;4(),1;2;3(),4;5;5(),1;1;2( DCBА −− . 
8. Найти значение параметра p, при котором смешанное произведение 

векторов kjbkpjia +−=++= 3,43  и kjipс 52 ++= , будет равно -51. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Даны векторы сba ,, . 1) докажите, что сba ,, – базис; 2) найдите .ba×  
3) найдите площадь треугольника, построенного на векторах a  и b ; 
4) определите ориентацию тройки сba ,, ; 5) найдите объем параллелепипеда, 
построенного на векторах сba ,, ; 6) найдите вектор d  такой, что bdad ⊥⊥ ,  и 

dba ,, – левая тройка. 
1.1 )5;1;13(),11;8;0(),7;4;3( =−=−= cba . 
1.2 )14;1;1(),2;7;10(),9;0;4( −=−== cba . 
1.3 )3;3;4(),7;1;3(),7;13;8( −=−−=−−= cba . 
1.4 )5;6;12(),2;0;2(),3;17;4( =−=−= cba . 
1.5 )0;13;11(),8;0;7(),14;3;2( =−=−= cba . 
1.6 )3;2;1(),11;7;4(),0;1;15( −−=−=−= cba . 
1.7 )1;2;3(),0;2;1(),9;11;4( −−=−=−= cba . 
1.8 )5;4;3(),7;3;0(),7;16;1( −=−=−= cba . 
1.9 )4;1;1(),7;5;8(),2;13;0( −−=−=−= cba . 
1.10 )11;2;2(),0;1;12(),4;7;3( −=−=−−= cba . 

2. Даны координаты вершин пирамиды ABCD. Найти: а) объем 
пирамиды; б) площадь указанной грани и длину высоты, опущенную на эту 
грань. 
2.1 );22;10;10(),8;20;2(),12;12;6(),2;4;4( DCBA −−  б) ABC. 
2.2 );3;8;2(),8;2;4(),3;7;5(),5;4;6( −−−− DCBA  б) BСD. 
2.3 );6;7;5(),5;1;6(),3;5;4(),2;1;3( −−−−− DCBA  б) ACD. 
2.4 );0;3;5(),4;3;1(),9;4;7(),3;2;1( −−−− DCBA  б) ABC. 
2.5 );5;3;2(),2;4;3(),3;5;6(),6;3;4( −−−− DCBA  б) BCD. 
2.6 );6;4;1(),1;3;1(),4;4;3(),4;3;2( −−−− DCBA  б) ACD. 
2.7 );3;6;4(),4;6;2(),5;4;2(),1;5;3( −−−− DCBA  б) ABC. 
2.8 );7;2;3(),1;3;7(),3;4;5(),0;2;6( −−−−−− DCBA  б) BCD. 
2.9 );2;8;7(),3;5;3(),6;2;3(),8;2;3( −−−− DCBA  б) ACD. 
2.10 );1;3;6(),7;5;2(),3;2;4(),1;4;6( −−−−−− DCBA  б) ABC. 
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3 ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

3.1 Прямая на плоскости 

Введение на плоскости прямоугольной системы координат позволяет 
определять положение точки плоскости заданием двух чисел − ее координат, а 
положение линии на плоскости определять с помощью уравнения, то есть 
равенства, связывающего координаты точек линии. Простейшей из линий 
является прямая. Различным способам задания прямой соответствуют 
различные виды ее уравнений. Рассмотрим их.  

1. Уравнение прямой по точке и нормальному вектору 
Положение прямой на плоскости относительно прямоугольной системы 

координат однозначно определяется точкой ),;( 000 yxM  принадлежащей этой 

прямой, и ненулевым вектором ),0)(;( 22 ≠+ BABAn  перпендикулярным к 
прямой. Вектор n  называется нормальным вектором прямой. Уравнение такой 
прямой имеет вид: 

 
.0)()( 00 =−+− yyBxxA  (3.1) 

 

2. Общее уравнение прямой 
Если в уравнении (3.1) раскрыть скобки и привести подобные, то 

получим общее уравнение прямой на плоскости: 
 

.0=++ CByAx  (3.2) 
 
3. Уравнение прямой по точке и направляющему вектору. 
Положение прямой на плоскости определяется также точкой );( 000 yxM  

этой прямой и ненулевым вектором ),;( nms =  параллельным данной прямой, 
который называется направляющим вектором этой прямой. Для этого случая 
можно указать несколько видов уравнений: 

а) параметрические уравнения прямой: 

( )+∞∞−∈




+=
+=

,
,
,

0

0 t
tnyy
tmxx

; (3.3) 

б) каноническое уравнение прямой: 

n
yy

m
xx 00 −

=
−

. (3.4) 

4. Уравнение прямой, проходящей через две точки  
Если прямая проходит через точки );( 111 yxM  и );( 222 yxM , то ее 

уравнение имеет вид:  

12

1

12

1
yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
− . (3.5) 
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5. Уравнение прямой по точке и угловому коэффициенту 
Уравнение прямой, проходящей через точку );( 000 yxM  с заданным 

угловым коэффициентом αtgk = , где α  − угол наклона прямой к 
положительному направлению оси абсцисс: 

 
( )00 xxkyy −⋅=− . (3.6) 

 
Раскрыв скобки и приведя подобные в уравнение (3.6) получим 

уравнение прямой с заданным угловым коэффициентом: 
 

bkxy += . (3.7) 
 
6. Уравнение прямой в отрезках 
Пусть прямая пересекает ось абсцисс в точке ),0;(aM  а ось ординат − в 

точке );0( bN  ( )0,0 ≠≠ ba . В этом случае числа а и b указывают, какие отрезки 
отсекает прямая на осях координат, и уравнение такой прямой: 

 

1=+
b
y

a
x

. (3.8) 
 

Расстояние d от точки );( 000 yxM  до прямой l, заданной уравнением 
0=++ CByAx , вычисляется по формуле 

 

22
00

BA

CByAx
d

+

++
= . (3.9) 

 
Рассмотрим взаимное расположение прямых на плоскости.  
Пусть прямые 1l  и 2l  заданы общими уравнениями: 

0: 1111 =++ CyBxAl  и .0: 2222 =++ CyBxAl  

1) 
2

1

2

1

2

1
21 ||

C
C

B
B

A
All ≠=⇔ ; 

2) 1l  совпадает с 
2

1

2

1

2

1
2 C

C
B
B

A
Al ==⇔ ; 

3) 1l ⊥ 021212 =+⇔ BBAAl ; 
4) 1l  пересекается с 2l  под углом ϕ , тогда  
 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA

+⋅+

+
=ϕ . (3.10) 

Пример 1. Зная уравнение двух сторон параллелограмма :1l 03 =− yx  и 
:2l 0652 =++ yx  и одну из его вершин ),2;1( −A  составить уравнения двух 

других сторон. 
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Решение. Введём обозначение )3;1(1 −=n  и )5;2(2 =n  − нормальные 

векторы прямых 1l  и 2l соответственно. Поскольку координаты векторов 1n  и 

2n  не пропорциональны, то векторы 1n  и 2n  − не коллинеарны, а прямые не 
параллельны. Значит, нам даны уравнения двух смежных сторон 
параллелограмма. Поскольку, координаты точки А не удовлетворяют ни одному 
из уравнений, то вершина А не лежит ни на одной из этих прямых (рис. 7). 

 

 
Рисунок 7 – Параллелограмм ABCD 

 
Поскольку 1|| lAB , то )3;1(1 −n ⊥ AB . Воспользовавшись формулой (3.1), 

составим уравнение прямой АВ по точке )2;1( −A  и нормальному вектору 1n : 

.073
,0631

,0)2(3)1(1

=−−
=−−−

=+⋅−−⋅

yx
yx

yx
 

Аналогично, )5;2(|| 22 nlAD ⇒ ⊥ AD  и уравнение прямой :AD  

.0852
,010522

,0)2(5)1(2

=++
=++−

=+⋅+−⋅

yx
yx

yx
 

Пример 2. Даны вершины треугольника ABC: ).1;6(),2;2(),2;1( CBA −  
Требуется: а) записать уравнение прямой, содержащей сторону AB; б) записать 
уравнение прямой, содержащей высоту CD; в) вычислить длину высоты CD.  

Решение: а) для того, чтобы найти уравнение прямой AB, воспользуемся 
уравнением (3.5) прямой, проходящей через две точки: 

.064442
22

2
12
1

=−+⇒+−=−⇒
−−
−

=
−
− yxxyyx  

Таким образом, уравнение стороны AB: .064 =−+ yx  
б) запишем уравнение высоты CD. Воспользуемся уравнением (3.1) по 

точке и нормальному вектору. Поскольку CD − высота треугольника ABC, то 
AB⊥CD. Значит, в качестве нормального вектора прямой CD можно взять 
вектор ,AB  то есть ),4;1( −== ABn  а в качестве фиксированной точки на 
прямой берём точку C. Тогда уравнение высоты CD: 

 
.0240)1(4)6(1 =−−⇒=−⋅−−⋅ yxyx  
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Вычислим длину высоты CD. Она равна расстоянию от точки )1;6(C  до 

прямой AB: 064 =−+ yx . Воспользуемся формулой (3.9): 
 

17
19

14
6164

22
=

+

−+⋅
=CD . 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Записать уравнение прямой, заданной точкой );( 000 yxM  и нормальным 

вектором );( BAn , если: а) )3;5(),7;2(0 −− nM ; б) ),4;1(0 −M ).9;2(n  
2. Записать уравнение прямой, заданной точкой );( 000 yxM  и 

направляющим вектором );( nms , если: а) )4;0(),3;2(0 sM − ; б) ),4;1(0M ).1;3(−s  
3. Записать уравнение прямой, проходящей через точки );( 11 yxM  и 

);( 22 yxN , если: а) )2;1(),3;4( NM − ; б) )7;3(),0;5( −− NM . 
4. Дана прямая 032 =−− yx . Составить уравнение прямой, проходящей 

точку )5;1(0 −M  и: а) параллельную данной прямой; б) перпендикулярную 
данной прямой. 

5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )1;3(M  и: 
а) отсекающей равные отрезки на осях координат; б) образующей угол 45  с 
положительным направлением оси абсцисс; в) параллельную оси Ox; 
г) перпендикулярную оси Ox. 

6. Составить уравнение прямой, проходящей через точку пересечения 
прямых 024,03 =−+=− yxyx  и перпендикулярную прямой 035 =++ yx . 

7. Даны вершины треугольника ABC: ).5;1(),4;1(),3;2( −−− CBA  Требуется: 
а) записать уравнение прямой BС; б) записать уравнение медианы АМ; 
в) записать уравнение высоты BD; в) найти угол ϕ  между медианой AM и 
высотой BD; г) записать уравнение прямой, проходящей через вершину А и 
параллельную стороне ВС. 

8. Найти расстояние между двумя параллельными прямыми 
0432 =+− yx  и 0164 =+− yx . 

Задания для самостоятельного решения 
1.  Даны вершины треугольника ABC: ).;(),;(),;( 332211 yxCyxByxA  

Требуется: а) записать уравнение прямой AC; б) записать уравнение медианы 
BM; в) записать уравнение высоты AD; г) найти угол ϕ  между медианой BM и 
прямой AC; д) записать уравнение прямой, проходящей через вершину C и 
параллельную медиане ВМ; е) записать уравнение прямой, проходящей через 
точку В и отсекающей равные отрезки на осях координат. 
1.1 ).2;1(),5;1(),1;3( −− CBA  1.2 ).4;3(),4;2(),1;3( −−− CBA  
1.3 ).1;2(),3;5(),3;1( −−− CBA  1.4 ).6;3(),2;2(),5;1( −−−− CBA  
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1.5 ).3;2(),1;4(),7;2( −−− CBA  1.6 ).2;5(),2;3(),1;4( −−− CBA  
1.7 ).1;3(),2;5(),6;1( −− CBA  1.8 ).5;2(),1;3(),3;4( −− CBA  
1.9 ).2;5(),2;3(),4;1( −−− CBA  1.10 ).8;1(),3;2(),1;6( −− CBA  

 

3.2 Плоскость в пространстве 

Плоскость в пространстве относительно выбранной прямоугольной 
системы координат можно задать разными способами. Каждому из них 
соответствует определённый вид ее уравнения. 

1. Уравнение плоскости по точке и нормальному вектору  
Уравнение плоскости, проходящей через точку );;( 0000 zyxM , и 

перпендикулярную ненулевому вектору );;( CBAn  ),0( 222 ≠++ CBA
называемому нормальным вектором плоскости, имеет вид:  

 
0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA . (3.11) 

 
2. Общее уравнение плоскости 
Если в уравнении (3.11) раскрыть скобки и привести подобные, то 

получим общее уравнение плоскости в пространстве: 
 

0=+++ DCzByAx . (3.12) 
 
3. Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки   

);;(),;;(),;;( 333322221111 zyxMzyxMzyxM , не принадлежащие одной прямой:  
 

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. (3.13) 

 
4. Уравнение плоскости в отрезках 
Если плоскость отсекает на осях OyOx,  и Oz  соответственно отрезки ba,  

и ,c  то есть проходит через три точки );0;0(),0;;0(),0;0;( cPbNaM , то ее 
уравнение: 

1=++
c
z

b
y

a
x

. (3.14) 

Рассмотрим взаимное расположение двух плоскостей в пространстве. 
Пусть плоскости 1P  и 2P  заданы уравнениями в общем виде: 

0: 11111 =+++ DzCyBxAP  и 0: 22222 =+++ DzCyBxAP . 

1) .||
2

1

2

1

2

1

2

1
21 D

D
C
C

B
B

A
APP ≠==⇔  
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2) 1P  совпадает с 
2

1

2

1

2

1

2

1
2 D

D
C
C

B
B

A
AP ===⇔ . 

3) 1P ⊥ 02121212 =++⇔ CCBBAAP . 
4) 1P  пересекается с 2P  под углом ϕ . Угол между плоскостями равен углу 

между их нормальными векторами. Поэтому 
 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=ϕ . (3.15) 

 
Расстояние d от точки );;( 0000 zyxM  до плоскости P , заданной 

уравнением 0=+++ DCzByAx , вычисляется по формуле 
 

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . (3.16) 

 
Пример 1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

).3;5;0(),1;6;3(),4;5;2( −− CBA  
Решение. Воспользуемся уравнением (3.13): 

0
435520
415623

452
=

−−−−
−−−−
−−− zyx

. 

792177)4(2)5(17)2(7
702
511
452

−++−=−+−+−−=
−−
−
−−−

zyxzyx
zyx

. 

Таким образом, уравнение искомой плоскости: .0792177 =−++− zyx  

Пример 2. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
)5;3;4( −M  параллельно двум векторам: )2;1;0(a  и )1;0;1(−b . 

Решение. Поскольку векторы a  и b  параллельны плоскости, то вектор 
ba×  будет перпендикулярен этой плоскости, значит, его и можно взять в 

качестве нормального вектора плоскости: 

)1;2;1(2
101
210 −=+−=

−
=×= kji

kji
ban . 

Далее воспользуемся уравнением (3.11): 
0)5(1)3(2)4(1 =−⋅++⋅−−⋅ zyx . 

Раскрыв скобки и приведя подобные в левой части равенства, 
окончательно получим уравнение плоскости: 0152 =−+− zyx . 
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Пример 3. Найти расстояние между двумя параллельными плоскостями: 

0142 =−−− zyx  и 0742 =+−− zyx . 
Решение. Расстояние между двумя параллельными плоскостями 

определяется как длина перпендикуляра, опущенного из любой точки одной 
плоскости на другую плоскость.  

Найдем координаты любой точки, лежащей на первой плоскости. Для 
этого возьмем произвольные значения двух переменных, подставим в первое 
уравнение, и определим значение третьей переменной. Пусть x=0 и z=0: 

1010402 −=⇒=−⋅−−⋅ yy . Тогда координаты точки: )0;1;0( −M . 
Осталось воспользоваться формулой (3.16): 

21
8

)4()1(2

704)1(02
222
=

−+−+

+⋅−−−⋅
=d . 

Задания для решения на практическом занятии 
1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М0 

параллельно плоскости P, если: а) 0835:),4;1;2(0 =−+−− zyxPM ; 
б) 0162:),0;1;7(0 =+−+− zyxPM . 

2. Составить уравнение плоскости, проходящей через три данные точки: 
а) )4;5;0(),1;2;3(),1;0;2( 321 −−− MMM ; б) )5;1;1(),3;0;1(),2;1;4( 321 MMM −− . 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку )2;4;1(0 −M  и 
отсекающей на оси Oy отрезок, вдвое больший, чем на осях Ox и Oz. 

4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку )5;4;3( −M  
параллельно двум векторам: )1;1;3( −a  и )1;2;1( −b . 

5.  Найти уравнение плоскости, проходящей через точку )5;3;2( −M  
перпендикулярно к плоскостям 0822:1 =−−+ zyxP  и 064:2 =++− zyxP . 

6.  Найти расстояние между двумя параллельными плоскостями 
0322:1 =−−− zyxP  и 01222:2 =+−− zyxP . 

7. Составить уравнение плоскости, проходящей: а) через точку )5;4;3(−M  
и ось Ox; б) через точку )2;6;1( −M  и параллельную плоскости xOz. 

8.  Определить двугранный угол, образованный плоскостями 
0122:1 =−++ zyxP  и 0829:2 =+−− zyxP . 

Задания для самостоятельного решения 
1. Даны четыре точки );;(),;;(),;;( 333222111 zyxCzyxBzyxA  и );;( 444 zyxD . 

Требуется: а) составить уравнение плоскости, проходящей через точки A, B и C; 
б) составить уравнение плоскости, проходящей через точку D параллельно 
плоскости ABC; в) найти расстояние от точки D до плоскости ABC; г) составить 
уравнение плоскости, проходящей через точку D и отсекающей равные отрезки 
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на осях координат; д) найти двугранный угол между плоскостью ABC и 
плоскостью из пункта г). 
1.1 )1;4;8(),8;5;3(),8;5;6(),3;1;1( DCBA − . 
1.2 )2;3;3(),6;5;4(),1;2;3(),5;4;0( DCBA − . 
1.3 )6;1;2(),9;4;1(),8;5;2(),2;4;5( DCBA − . 
1.4 )7;1;2(),6;3;3(),9;3;2(),5;2;1( DCBA − . 
1.5 )7;3;2(),8;2;3(),7;1;2(),1;3;6( −− DCBA . 
1.6 )7;5;3(),5;3;2(),10;2;4(),0;2;1( DCBA − . 
1.7 )1;5;3(),1;8;5(),4;5;5(),4;1;1( DCBA −− . 
1.8 )3;6;1(),8;9;3(),1;7;0(),5;1;2( DCBA −− . 
1.9 )4;5;3(),2;2;1(),2;0;1(),3;8;5( DCBA −− . 
1.10 )8;5;8(),2;1;3(),3;7;1(),1;0;1( DCBA −− . 
 

3.3 Прямая в пространстве 

Прямую в пространстве относительно выбранной прямоугольной 
системы координат можно задать разными способами. Каждому из них 
соответствует определённый вид ее уравнения. 

1. Общие уравнения прямой 
Прямую в пространстве можно представить, как пересечение двух 

непараллельных плоскостей 0: 11111 =+++ DzCyBxAP  и 
0: 22222 =+++ DzCyBxAP . Поэтому аналитически ее можно задать системой 

двух линейных уравнений вида: 
 





=+++
=+++

,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 (3.17) 

 

где векторы );;( 1111 CBAn  и );;( 2222 CBAn  – не коллинеарные. 

2. Уравнения прямой по точке и направляющему вектору 
Положение прямой в пространстве определяется однозначно, если задана 

точка );;( 0000 zyxM , принадлежащая этой прямой, и ненулевой вектор 

),;;( pnms =  параллельный данной прямой (направляющий вектор прямой). 
Для этого случая можно указать следующие виды уравнений: 

а) параметрические уравнения прямой: 
 

( )+∞∞−∈








+=
+=
+=

,
,
,
,

0

0

0

t
tpzz
tnyy
tmxx

; (3.18) 
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б) канонические уравнения прямой: 
 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

. (3.19) 

 
3. Уравнения прямой, проходящей через две точки  );;( 1111 zyxM  и 

);;( 2222 zyxM : 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
− . (3.20) 

 
Приведение общих уравнений прямой к каноническому виду 
Для того чтобы привести уравнения (3.16) к каноническому виду (3.19), 

нужно определить координаты 000 ,, zyx  какой либо точки 0M , лежащей на 
этой прямой, и координаты pnm ,,  направляющего вектора s  этой прямой.  

Чтобы определить точку 0M , нужно в систему (3.16) подставить 
произвольное значение одной из переменных и, решив ее, найти 
соответствующие значения двух других переменных.  

В качестве направляющего вектора s  можно взять вектор, равный 
векторному произведению векторов );;( 1111 CBAn  и );;( 2222 CBAn , то есть 

222

11121

CBA
CBA
kji

nns =×= . 

Рассмотрим взаимное расположение прямых в пространстве.  
Пусть прямые 1l  и 2l  заданы каноническими уравнениями:  

1

1

1

1

1

1
1 :

p
zz

n
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m
xxl −
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=
−  и 

2

2
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m
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=
−

=
− . 
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2) 1l  совпадает с 2l  
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3) 1l  пересекается с 
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4) 1l  скрещивается с 021212 ≠⇔ MMssl . 
 
 
Угол между двумя прямыми 
Под углом ϕ  между прямыми в пространстве понимают угол между их 

направляющими векторами. Поэтому, даже если прямые в пространстве 
скрещиваются, угол между ними все равно можно найти по формуле 

  

.
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

pnmpnm

ppnnmmсos
++⋅++

++
=ϕ  (3.21) 

 
Рассмотрим взаимное расположение прямой и плоскости в 

пространстве. 
Пусть прямая l и плоскость P в пространстве заданы уравнениями: 

p
zz

n
yy

m
xxl 000: −

=
−

=
−

 и 0: =+++ DCzByAxP . 

Возможны следующие случаи их взаимного расположения. 
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∈
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,
0000000 DCzByAx
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⇔
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,),,(

,||
0000000 DCzByAx

pCnBmA
PzyxM
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3) l⊥ P .||
C
p

B
n

A
mns ==⇔⇔  

Углом ϕ  между прямой и плоскостью называется угол между прямой и 
ее ортогональной проекцией на плоскость; величина угла ϕ  определяется по 
формуле: 

.||sin
222222 pnmCBA

CpBnAm

++⋅++

++
=ϕ  (3.22) 

 
Пример 1. Составить канонические уравнения прямой, проходящей через 

точку )9;2;7(−М  и параллельную прямой 
13

2
4

5 zyx
=

−
+

=
− . 

Решение. Поскольку искомая прямая параллельна заданной прямой, то 
их направляющие векторы коллинеарны. Значит, в качестве направляющего 
вектора искомой прямой можно взять направляющий вектор заданной прямой, 
то есть )1;3;4( −=s .  

 
 

50 
 



   
Воспользовавшись равенством (3.19), получим ответ: 

1
9

3
2

4
7 −

=
−
−

=
+ zyx . 

Пример 2. Найти канонические уравнения прямой 





=+−+
=++−

.052
,015

zyx
zyx

 

Решение. Определим координаты какой-либо точки прямой. Для этого, 
положим, например 0=z  и, подставив в систему, найдем значения двух других 
координат: 









=
=++
=+−

.0
,052

,01

z
yx
yx

 

Решив систему, получим: 0,1,2 =−=−= zyx  или ).0;1;2(0 −−M  
Далее найдём направляющий вектор s . Имеем ),5;1;1(1 −=n  );1;1;2(2 −=n

тогда:  

.3114
112

51121 kji
kji

nns ++−=
−

−=×=  

Отсюда канонические уравнения прямой запишутся в виде 

.
311

1
4
2 zyx

=
+

=
−
+  

Пример 3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

)1;2;0(A  и прямую .
1
2

32
1

−
−

==
+ zyx  

Решение. Для нахождения уравнения плоскости найдем координаты двух 
точек, лежащих на прямой. Для этого перепишем канонические уравнения 
прямой в параметрическом виде: 
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При t=0 получим точку )2;0;1(−B , а при t=1 – )1;3;1(C . 
Таким образом, имеем три точки А, В и С, лежащие на плоскости. 

Воспользуемся равенством (3.13) и получим: 
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0
112301
122001
120
=

−−−
−−−−
−−− zyx

, 

312
112301
122001
120

−++−=−+−+−=
−−−
−−−−
−−−

zyxzyx
zyx

. 

Искомое уравнение: 03 =−++− zyx . 

Пример 4. Найти угол между прямой, проходящей через точки )4;1;5( −A  
и )3;1;6( −B , и плоскостью .0722 =−+− zyx  

Решение. В качестве направляющего вектора прямой можно взять вектор 
).1;0;1(== ABs  Так как нормальный вектор данной плоскости )1;2;2( −=n , то по 

формуле (3.22), получим  

.
42

1
23

3
101144
|110)2(12|sin πϕϕ =⇒==

++⋅++
⋅+⋅−+⋅

=  

Задания для решения на практическом занятии 
1. Составить канонические уравнения прямой, проходящей через точку 

)5;3;2( −М  и параллельную: а) вектору )4;7;1( −s ; б) прямой ;
1
1

4
2

3 −
−

=
+

=
zyx            

в) оси Ox;   г) оси Oy. 
2. Даны две точки: 1(2;3;1)М  и 2 ( 5; 4;0)М − − . Требуется: а) составить 

канонические уравнения прямой, проходящей через эти точки; б) преобразовать 
полученные уравнения к параметрическому виду; в) найти координаты еще 
одной любой точки, принадлежащей этой прямой. 

3. Найти канонические уравнения прямой  





=−−−
=+−+

.0972
,083

zyx
zyx

 

4. Доказать параллельность прямых 

6
1

32
4

−
−

==
+ zyx  и 





=−−+
=+−−

.0642
,0154

zyx
zyx

 

5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )1;2;5( −М  и 
перпендикулярную плоскости 0973 =+−− zyx . 

6.  Показать, что прямая 
3

4
2

1
8
13 −

=
−

=
− zyx  лежит в плоскости 

0142 =+−+ zyx . 
7. Найти координаты точки, симметричной точке )1;7;2(М  относительно 

плоскости 074 =++− zyx . 
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Задания для самостоятельного решения 

1. Даны четыре точки );;(),;;(),;;( 333222111 zyxСzyxВzyxА  и );;( 333 zyxD . 
Требуется найти: а) уравнение прямой АВ; б) уравнение прямой, проходящей 
через точку С и параллельную АВ; в) уравнение плоскости, проходящей через 
точку D и перпендикулярную прямой АВ; г) точку пересечения прямой АВ с 
плоскостью из пункта в);   д) величину угла между прямыми АВ и АС. 
1.1 )22;10;10(),8;20;2(),12;12;6(),2;4;4( DCBA −− . 
1.2 )3;8;2(),8;2;4(),3;7;5(),5;4;6( −−−− DCBA . 
1.3 )6;7;5(),5;1;6(),3;5;4(),2;1;3( −−−−− DCBA . 
1.4 )0;3;5(),4;3;1(),9;4;7(),3;2;1( −−−− DCBA . 
1.5 )5;3;2(),2;4;3(),3;5;6(),6;3;4( −−−− DCBA . 
1.6 )6;4;1(),1;3;1(),4;4;3(),4;3;2( −−−− DCBA . 
1.7 )3;6;4(),4;6;2(),5;4;2(),1;5;3( −−−− DCBA . 
1.8 )7;2;3(),1;3;7(),3;4;5(),0;2;6( −−−−−− DCBA . 
1.9 )2;8;7(),3;5;3(),6;2;3(),8;2;3( −−−− DCBA . 
1.10 )1;3;6(),7;5;2(),3;2;4(),1;4;6( −−−−−− DCBA . 
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