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РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИЙ ДИРАКА В 
ГРАВИТАЦИОННЫХ ПОЛЯХ С НЕДИАГОНАЛЬНЫМ МЕТРИЧЕСКИМ

ТЕНЗОРОМ
Андрушкевич И .Е.

Введение. Необходимость объединения квантовой теории и теории гра
витации предопределяет актуальность исследований общековариантных 
волновых уравнений. При этом существенные трудности возникают на пу
ти поиска точных решений ковариантного обобщения уравнения Дирака 
(КОУД), с математической точки зрения представляющего собой систему 
четырех дифференциальных уравнений в частных производных. Наиболее 
эффективным методом получения точных решений подобных уравнений при
знан метод разделения переменных. Применительно к КОУД в работе [1] 
предложен метод коммутирующих операторов (МКО), получивший дальней
шее развитие в работах [2,3]. Однако следует признать, что обсуждае
мый метод развивался, в основном, для: КОУД в случае гравитационных 
полей с диагональным метрическим тензором; уравнения Дирака при на
личии векторных полей и гравитационного с диагональной метрикой. Но, 
как известно, имеющиеся решения уравнений Эйнштейна не исчерпываются 
гравитационными полями с диагональным метрическим тензором.

Постановка задачи. Принимаем метрику пространства-времени в виде

ds2 = a(dx1)2 + b(dx2)2 +c(dx3)2 -d (d x 4)2 +2e(dxldx2), (1)

где a,b,c,d ,e - произвольные положительно определенные функции пе
ременных х 1 ,х 2 ,х3 ,х4, и используем следующую калибровку тетрады
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Здесь греческие индексы отнесены к Риманову пространству (РП), ла
тинские к касательному пространству Минковского (ПМ); те и другие 
пробегают значения от 1 до 4. Связь у - матриц Дирака РП и ПМ ( у ) 
устанавливается соотношениями
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Обращаясь к общепринятому определению спинорной связности [ 4, 5]
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В (6) ,(7) и далее скорость света С и постоянная Планка h приняты 
равными 1.

Уравнение (7) исследовалось на предмет разделения переменных по
МКО.
Результаты исследований, МКО последовательно применялся для отработ
ки всех возможных путей разделения переменных. В результате доказаны 
теоремы, аналогичные теоремам работы [1].Как их следствия получен 
явный вид операторов. Ввиду ограниченности объема настоящей работы 
результаты приведем лишь частично. 1. Для осуществления разделения 
переменных в уравнении (7) по схеме х 3 ,х4 , ( х 1 , х 2) достаточно, чтобы 
компоненты метрического тензора имели вид (9)

а = a(xl , x2)e(x3),b = b(x] , х 2 )е(х3),с = c(x3),d -  d ( x l , x 2)e(x3)d(x4),e = е ( х \ х 2)е(х3). 

При выполнении (9) для операторов имеем

К3 = З г \ Ш\ с ( х 3)
8 3с(х3) 
4 с(х3)

+ m03^fe(x3\ (10)
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где
3 ^ ‘Г Г А  = r , r r , r r , r r r  .4 ~ 1 ~ 2  ~ 3 ~ 4  ~ 1 ~ 2 ~ 3 (13)

2. Для осуществления полного разделения переменных в уравнении (7) 
методом коммутирующих операторов достаточно, чтобы компоненты метри
ческого тензора, помимо условий (9), удовлетворяли дополнительным 
требованиям (14)

а ( х \ х 2) = а(х1)а(х2) ,е (х \ х2) = е(х1)е(х2),а(х1) = е2(xl\ d ( x \ x 2) = d(x2) ,b(x \x2) = b(x2) . 

При этом операторы имеют вид
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з = г 1г 2Г ; з 1 = Г ; 3 2 = г 2,г 1г 4;
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^  = Г Г ^ 2 = г \ Г Г , Г г \ Г Г Г \

^  = Г Г \ * г  = Г Г , Г Г - ,

^  = Г Г Г - ^ 2 = Г г \ Г Г Г

Заключение. Если говорить о необходимых и достаточных условиях 
разделения переменных в уравнении (7) методом коммутирующих операто
ров, то они имеют вид, аналогичный (9).

Анализ работ, посвященных развитию МКО, а также результаты настоя
щих исследований, позволяют сделать предположение о том, что МКО мо
жет быть эффективным только в том случае, когда компоненты метриче
ского тензора имеют вид

qMV(x' , х 2 , х 3, xA) = (q(x1)q(x2)q(x3)q(x4))MV .
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