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яяется более сложным, например, групповым марковским потоком, когда обслуживание на вто­
рой фазе являемся не показательным, а принадлежит к фазовому типу и т.д.
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Введение и постановка задачи.
В практических приложениях при решении задач статистического анализа данных часто ока­

зывается полезной модель многомерного нормального распределения Статья посвящена про­
блеме оценивания параметров данного распределения по выборке с пропусками

Пусть {Х п ( =  1,...,Г} - независимые одинаково распределенные нормальные случайные 

вектора, L(X t )=  Параметры /т .1  - неизвестны. В выборке \Х ( } имеются пропу­

щенные значения, X, = ( x oh ,Х 'Ш ), где Х °ь  - наблюдаемые, а Х'гш - пропущенные компо­

ненты вектора X, в момент времени ( Из рассмотрения исключаются случаи, когда отсутствие
некоторого значения зависит от пропущенных значений наблюдения, однако не исключается 
возможность зависимости этого факта от присутствующих значений наблюдения {или, з терми­
нах [1], рассматривается случай, когда данные ОПС пибо ОС). Задача заключается в оценива­
нии вектора математического ожидания (МО) р  и ковариационной матрицы 2  .

Проблема обработки данных с пропусками и, в частности, данная модель рассматривалась в 
[1]. В [1) приводится так называемый ЕМ-апгоритм. позволяющий находить точки в пространстве 
параметров распределения, потенциально обладающие многими оптимальными свойствами, 
присущими МП-оценкзм, Данный алгоритм является приближенным итеративным алгоритмом 
поиска локального максимума маргинальной функции правдоподобия, которая, вообще говоря, 
имеет сложный вид даже в случае многомерного нормального распределения и не поддается 
аналитической максимизации

Проблема заключается а выборе начального приближения, В [1] подготовлен достаточно 
полный обзор литературы по обработке данных с пропусками, однако нет ссылок на алгоритмы 
генерации начальных значений. Приводятся лишь четыре тривиальных варианта выбора на­
чальных значений, два из которых по разным причинам не могут быть признаны удовлетвори­
тельными в общем случае. Аналогичные результаты приводятся, например, в [2]. Автором ста­
тьи разработан, реализован и исследован новый алгоритм генерации начальных значений для 
ЕМ-алгоритма.

Алгоритм генерации начальных значений.
Применим ЕМ-алгоритм для различных начальных приближений и затем выберем ту оценку 

параметров, на которой значение маргинальной функции правдоподобия наибольшее. Отметим, 
что тривиальное построение равномерной сетки узлов в пространстве возможных значений па­
раметров неприемлемо ввиду большой размерности данного пространства. Затруднительным 
является также то, что на значения параметров накладывается требование положительной оп­
ределенности ковариационной матрицы. Поэтому для поиска глобального максимума функции 
правдоподобия был разработан следующий алгоритм.
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1) Начальное приближение для построения первой оценки выполняется по алгоритму, прел- 
ложенному в [1]. начальные приближения для дисперсий и компонент вектора МО вычисляются 
по присутствующим данным, а для ковариаций они полагаются равными нулю. Первая оценка

параметров распределения определяется как результат однократного зыполнения 
ЕМ-злгоритма

2) Генерируются М (М  + 1)-1 начальных значений для ЕМ-алгоритма: где М, а также к и 
J3. встречающиеся ниже, являются параметрами метода. Вектора МО генерируется из нор­

мального закона с параметрами jyr‘ ,1/^2:’'! Ковариационные матрицы генерируется из рас­

пределения Уишарта с параметрами js '. l/ /? } , затем умножаются на /3 .
3) Выполняется ЕМ-алгоритм для всех сгенерированных начальных параметров Теперь име­

ем М (М -г  1) локально оптимальных оценок.

А) Происходит отбор тех М  оценок =* которые соответствуют макси­
мальным значениям маргинальной функции правдоподобия. Эти сценки остаются неизменными.
Остальные М г оценок определяются следующим образом: для каждой из отобранных М  оце­
нок генерируется по одному начальному приближению так же. как на шаге 2), оставшиеся 
М (М  -1 ) начальных приближения генерируются как линейная комбинация из двух различных 
отобранных оценок, по две штуки для каждой пары отобранных оценок:

o £ j0 + (1 -  а)Ъ^\0 < а  < 1.

где а  - случайная величина, распределенная по стандартному равномерному закону.
Начальные приближения для вектора МО генерируются аналогично. Шаги 3) и 4) повторяют­

ся до сходимости максимального из значений функции правдоподобия
Результаты компьютерного моделирования.
В качестве тестового примера использовались следующие параметры многомерного нор­

мального распределения:

' 1 -0.9 0 4 (0?
z = -0,9 1 0.4 Т: ii о

V 0 0.4 I , т
Для исследования алгори*ма генерировалась выборка с пропусками объема 100. Процесс 

оценивания повторялся 100 раз, в результате имеем выборку из ста наблюдений (оценок) для 
каждого параметра распределения

В таблице 1 приведены результаты для метода однократного применения ЕМ-злгоритма к 
начальному приближению, построенному по алгоритму, предложенному в j i ]  и описанному вы­
ше. В таблице 2 приведены результаты для разработанного алгоритма.

Таблица!. Таблица 2.

П Л[ >йн$ т р
З н а ч е н и е C p .  kb 

t) Г к  я -C p M к >i. M г  x  c .
m 1 0 , 0  0 0 i - 0 . 2  5 86 0 , 3  0 84 6. 1 0 7 5

m 2 - 0 . 0 3  85 - 0 , 3 9 7 9 0 , 3  0 5 6 0 . 1 3 3 9

m 3 0 . 0 0 8  2 - 0 . 3 0 3 6 0 , 2  0 5 6 0. 1 ООН

s i  i 0 , 9 7 0 5 0 , 6 0 6  1 1 , 5 3  . 5 0 . 1 S?  8

& 1 2 - 0 . 8  1 3 4 • 1 ,2 2 4 7 0 . 0  58  5 0 . 1 9 3 1

S 13 - 0 , 0  8 4 - 0 . 5  4 72 0 , 6 5 3  7 0 . ( 8  18

s 2 2 0 ,9 5 7 1 0 . 5  8 0 4 1 . 74  6 ? 0 . 2 0  37

$23 0 , 3 2  3 5 - о д  s з з 0 . 9  l 9 8 0 . 1  9 5 5_

s3 3 0 , 9 9 4 2 3 . 5  4 0 3 1. 5 5 3 1 0 . 1 9 1 8 .

J - «1 p 41 4 € T p

З н а ч е н и е C p.  K t .
О Г К .1C £. ___ .Vf и и . M а к c .

m 1 - 0 , 0  2 l 9 -0 ,4 7 9 3 0 , 2 2 8 4 0 , 1 3 6 6

V. 2 - 0 . 0 6 6 4 - 0 . 3  7 3 2 0 . 3 2 ) 3 0 . I  4 08
m 3 • 0 , 0 0 0 5 ■0.3 4 7 3 0 , 3 1 ; s 0 . I 3 5 9
s l 1 0 ;9 7 0 4 0 . 4  73 8 1 ,4 3 7  8 0 , 1 9  17

* 1 2 - 0 , 6 0 4 7 - t  , 0 3 4 4 0 , 0  1 5 2 0,3 8 0 4

S 1 У - 0 . 1 0 6 8 - 0 . 5  3 42 0 , 4 : 7 3 0 , 1 8  07
s 2 2 0 . 9  | 55 0 , 5  5 89 1 .4 7 b & 0 , 1 9  76
$23 0 , 3 3 0 2 • 0 . 1 3 4 8 0 , 7  5 7 . 0.1 R 5 Я
, 3 3 0 , 9  8 29 0 ,5 9 7 1 .4 7 9  1 D , 1 8 S 4

Как и следовало ожидать, смещение оценок уменьшилось, что особенно хорошо заметно по 
оценке ковариации первой и второй компонент s12.
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В настоящей работе используется предположение, что финансов tie индексы подчиняются 
устойчивому распределению. Рассматривается модель процесса авторегрессии первого поряд­
ка с инновациями, являющимися симметричными устойчивыми случайными величинами. В этих 
предположениях получена оценка параметра регрессии.

Устойчивые случайные величины.
Приведем несколько фактов, касающихся устойчивых распределений, которые будут в даль­

нейшем использоваться. Более подробно эти и другие свойства описаны в [9].
1. Случайная величина X  называется устойчиво распределенной, если существуют пара­

метры 0 < а  < 2, <7>0 , \ f t \ < \ , pie R , такие, что ее характеристическая функция имеет вид.

Факт принадлежности X  к семейству устойчивых распределений записывают в виде 
X  ~Sa{c>,j3,Х), где параметр a  - индекс устойчивости {характеристическая экспонента), / i  - 
коэффициент скошенности, <т - параметр масштаба, pi - пасаметр положения.

2. Случайная величина X  является SaS  (симметричной а  -устойчивой), тогда и только то­
гда, когда X  ~ $ а ((7,0,0)

3. Пусть X 'л Y являются S a S , а  > 1, и Г  является спектральной мерой случайного век­
тора (X ,Y ) Ковариационная форма X  на Y определяется следующим образом:

где a<p> Н a j" -sgn (a ), 5 , - единичная сфера в R2
Ковариационная форма линейна по первому аргументу. Линейность по второму аргументу 

имеет место при выполнении следующих условий'
Пусть X,YltT2 являются S a S , а > 1. и Y{ и У, являются независимыми. Тогда

4. В пространстве симметричных а  -устойчивых случайных величин ковариационная форма 
порождает норму

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА РЕГРЕССИИ В СЛУЧАЕ 
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Резюме

[x ,Y ^ V : l - [ X yY i ' r [ x , Y 2l

Если X ~ SK(cr ДО ), a > 1 ,то ст*|| X  
Авторегрессионная модель лврвоёо порядка.
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