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Двухфазные системы массового обслуживания, в которых эапоос нуждается в последова­
тельном обслуживании двумя приборами, являются адекватной моделью многих реальных про­
цессов. Кроме того, они представляют собой один из простейших классов сетей массового об­
служивания [1]. Состояние вопроса исследования таких систем массового обслуживания изло­
жена в справочнике [4] В [3] предложен аппарат многомерных квазитеплицевых цепей Маркова, 
как средство для эффективного исследования многих систем массового обслуживания (СМО), 
описываемых несколькими дискретными процессами, один из которых является счетным, а дру­
гие имеют конечное пространство состояний. В данной работе этот аппарат применен для ис­
следования двухфазной СМО типа М | G 11 1 so —» М |п |0 .

Первую фазу такой системы образует однолинейная СМО с ожиданием, на вход которой 
поступает стационарный пуассоновский поток интенсивностью Л, а время обслуживания 
запроса имеет функцию распределения B(t). После обслуживания на первой фазе запрос 
поступает на обслуживание в «-линейную СМО. Время обслуживания запроса любым 
прибором этой СМО имеет показательное распределение с параметром ,и .

Предполагается, что в случае занятости всех приборов на второй фазе в момент окончания 
обслуживания запроса на первой фазе с вероятностью 9, 0 < в  < 1 запрос уходит из системы 
недообслуженным (теряется), а с дополнительной вероятностью первый прибор блокируется и 
не обслуживает следующий запрос, пока не освободится прибор на второй фазе. Как крайние 
случаи при 9 -  0 мы имеем систему с блокировкой прибора, при 9 - 1 -  систему с потерями.

будем рассматривать двумерный процесс |  А > 1 . где tk есть к -  й момент оконча­

ния обслуживания запроса на первой фазе, f i > 7 St 0 -  число запросов на первой фазе,

t>,( , оч -  0 ,«  -  число запросов на второй фазе в момент времени г , -г 0. Несложно видеть, 
что этот процесс является двумерной цепью Маркова с дискретным временем.
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Обозначим одно&аговые вероятности
, = /. чи„ = o' | = г,а  = r;}=  P[(i,и) -> ( / ,и')) •

переходов этой Цепи

Введем производящие функции Ru v. (г ) = P{(i, и) -> (/. у ')} з ' ' 1. и, и' = 0, п .

Вероятности переходов Р{((',у) (l,v ’j \  зависят от значений l - i ,  но не зависят от г и /
отдельно. Это делает введенное определение производящей функции i?u„.(z) корректным.

Анализируя переходы двумерной цепи Маркова, можно убедиться, что производящие функ­
ции Ruu-(z) определяются следующим образом.

4 . л * )  =
0 + {1 -в )-

п/и
tifi + Я{ 3 -  z) 

Г (г ,У ,< /-  t), v' i v i  п. о1 *  И,

, и = п, V' = «,

где Г ( г ,о ,у ')=  | в 'Д(,' г1' С > ' " ‘/ , (1 -е " ," ) ^ < й ( 0 ,  0 £ г / < и < и  
о

Составим из производящих функций Rvv{z) матричную производящую функцию R{z) и

введем в рассмотрение матрицу Д , состоящую из элементов 
*

Д иУ = 0 i u ' i u i r t .
о

Матрица Д характеризует вероятности переходов числа занятых каналов на второй фазе за 
время, когда прибор на первой фазе простаивает, ожидая прихода запросов.

Обозначим

x ( i,и) = Ига р{г, -  i,v,t = и ],/ £ 0 ,и = 0, п, (1)

я  ft) = (дг(/,0),яг(/Л).....л(г,я)),

n (z )  =  ^ ^ ( i ) z ' , | z j< l .
г.О

Утверждение. Векторная производящая функция П (г) удовлетеоряег матричному 
функциональному уравнению

П (г ) (Д (г ) - / )  =  П (0 )(/ -  Д z)R(z). (2)
Здесь /  -  тождественная матрица.
Доказательство утверждения состоит в выводе уравнений равновесия для векторов вероят­

ностей я {/) и переходе к векторной производящей функции.
Условием существования пределов (1) является выполнение неравенства

-x { l-R {z ) j\zJ > Q ,

где вектор х удовлетворяет системе линейных алгебраических уравнений

* ( / - Д ( 1 ) ) = б ,  

хТ = 1.

Здесь 0 -  вектор-строка, состоящая из нулей, а 1 -  вектор-столбец, состоящий из единиц. 
Алгоритмы решения уравнения (2) можно найти в [2].
Данный результат может быть обобщен на случаи, когда для обслуживания запроса на вто­

рой фазе требуется случайное число приборов второй фазы, когда входной поток в систему яв-
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яяется более сложным, например, групповым марковским потоком, когда обслуживание на вто­
рой фазе являемся не показательным, а принадлежит к фазовому типу и т.д.
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Введение и постановка задачи.
В практических приложениях при решении задач статистического анализа данных часто ока­

зывается полезной модель многомерного нормального распределения Статья посвящена про­
блеме оценивания параметров данного распределения по выборке с пропусками

Пусть {Х п ( =  1,...,Г} - независимые одинаково распределенные нормальные случайные 

вектора, L(X t )=  Параметры /т .1  - неизвестны. В выборке \Х ( } имеются пропу­

щенные значения, X, = ( x oh ,Х 'Ш ), где Х °ь  - наблюдаемые, а Х'гш - пропущенные компо­

ненты вектора X, в момент времени ( Из рассмотрения исключаются случаи, когда отсутствие
некоторого значения зависит от пропущенных значений наблюдения, однако не исключается 
возможность зависимости этого факта от присутствующих значений наблюдения {или, з терми­
нах [1], рассматривается случай, когда данные ОПС пибо ОС). Задача заключается в оценива­
нии вектора математического ожидания (МО) р  и ковариационной матрицы 2  .

Проблема обработки данных с пропусками и, в частности, данная модель рассматривалась в 
[1]. В [1) приводится так называемый ЕМ-апгоритм. позволяющий находить точки в пространстве 
параметров распределения, потенциально обладающие многими оптимальными свойствами, 
присущими МП-оценкзм, Данный алгоритм является приближенным итеративным алгоритмом 
поиска локального максимума маргинальной функции правдоподобия, которая, вообще говоря, 
имеет сложный вид даже в случае многомерного нормального распределения и не поддается 
аналитической максимизации

Проблема заключается а выборе начального приближения, В [1] подготовлен достаточно 
полный обзор литературы по обработке данных с пропусками, однако нет ссылок на алгоритмы 
генерации начальных значений. Приводятся лишь четыре тривиальных варианта выбора на­
чальных значений, два из которых по разным причинам не могут быть признаны удовлетвори­
тельными в общем случае. Аналогичные результаты приводятся, например, в [2]. Автором ста­
тьи разработан, реализован и исследован новый алгоритм генерации начальных значений для 
ЕМ-алгоритма.

Алгоритм генерации начальных значений.
Применим ЕМ-алгоритм для различных начальных приближений и затем выберем ту оценку 

параметров, на которой значение маргинальной функции правдоподобия наибольшее. Отметим, 
что тривиальное построение равномерной сетки узлов в пространстве возможных значений па­
раметров неприемлемо ввиду большой размерности данного пространства. Затруднительным 
является также то, что на значения параметров накладывается требование положительной оп­
ределенности ковариационной матрицы. Поэтому для поиска глобального максимума функции 
правдоподобия был разработан следующий алгоритм.
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