
Заметим, что в правой части (13) используются значения функции у ‘ (х) лишь в узлах

■ ■> пр
* Р = Г + Т8Ш Ъ п ' ^  1. (14)

вспомогательной сетки на отрезке дискретизации (см. (5),(6), (10), (12)). Поэтому для практи
ческих целей значения нового приближения у '*](х ) также достаточно вычислять только в фик

сированных точках л-* , к  -  1.2. .пи вида (14). При этом значительно упрощаются и сами 
расчетные формулы (13):
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т — r. i *  0. 2 v~ ] (16)

Здесь (см. (12))

Ь , ,= ‘

2 . . яр . ]яр
— \ А хп’У)sin-^-sm — i = 0; 
т "  т  т

2
— £ l / ( w ' ( * » ) ) “ Я хр■ У ( * , ) > ] s i n  —  • s i n ^ ,  i — 1 , 2 , . . .m jz x m m

(17)

а через [а ], как обычно, обозначена целая часть числа а
Построенные вычислительные алгоритмы могут быть особенно полезными, скажем, в ситуа

ции, характерной для жестких (см. (1)) систем, когда в случае традиционных пошаговых числен
ных методов уменьшение величины шага сетки, вызванное необходимостью повышения уровня 
точности приближения быстро изменяющихся составляющих решения исходной задачи, приво
дит к "подаисанию" во времени его медленных составляющих. Проведенные численные экспе
римент»! подтверждают, в частности, и такие возможности предлагаемых методов.
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Б е л о р у с с ки й  го с у д а р с т в е н н ы й  у н и в е р с и т е т

Ноомальные системы обыкновенных дифференциальных уравнений, эквивалентные уравне
ниям Пенлеае, играют важную роль в теории этих уравнений. Наиболее важное применение эк
вивалентных систем состоит в том, что они дают простой метод построения преобразований 
Беклунда. которые являются одним из основных инструментов исследования различных свойств 
решений уравнений Ленлеве [1]. Эквивалентные системы для уравнений Пенлеве представляют 
собой сцепленные уравнения Риккати, которые могут быть стандартным образом линеаризова-

50 В И Т Е Б С К  2 0 0 2



ны. Таким образом, эквивалентное системы представляют собой в этом смысле линеаризацию 
уравнений Пенлеве.

Будем рассматривать множество нормальных систем
w ' =  / ( z ,H ',« ) , t /  = g (z sw) «), (1)

где f (z ,w ,u ) ,g (z ,w ,u ) -  рациональные функции w, и с аналитическими по z в некоторой 
области D c z C  коэффициентами, эквивалентных первому уравнению Пенлеве

w n ^ 6 w : + z ,  (Р,)
Пусть система (1) эквивалентна уравнению

w ' = R (w ',w ,z), (2)

где R (w ',w ,z ) -  рациональная функция w ',w  относительно переменной w, т.е, исключе
ние и из (1) даёт (2). При этом очевидно условием эквивалентности системы (1} уравнению (2) 
является условие

R {f(z ,  w, и), w, z) *  / .  + f wf  + / „  g. (3)

Здесь и ниже мы считаем / и ФО,  т.е. систему (1) невырожденной. В противном случае пер
вое уравнение системы (1) не зависит от и и либо является первым интегралом уравнения (2), 
либо определяет однопараметрическое семейство его решений.

Из множества эквивалентных уравнению (2) систем (1), которое мы обозначим через S, вы
делим следующие множества: Spy -  системы, обладающие свойством Пенлеве, $н -  
гамильтоновы системы, Sp -  полиномиальные no w  и и системы, Sph и SRH -  соответственно 
полиномиальные и рациональные гамильтоновы системы, SRL -  системы, у которых первое и 
второе уравнения дробно-линейны соответственно относительно и и w .

Рассмотрим множество SRl. дробно-линейных систем вида
a{z>w)u + b{z,w) , _ a (z ,u )w  + fi(z ,u )

W — ------------------------- , U — , (4)
c(z,w )u + d(z ,w ) y (z ,u )w  + S(z,u)

где a, b ,c ,d  и a> f t , y , $  -  полиномы от w и и соответственно с аналитическими относи
тельно z коэффициентами.

Пусть Aj =deg(a(z,w )). ic2 *deg (6 (z ,w )). /, = deg(c(z, w )) , / 2 =deg(d (z ,w )),
m) = deg(a(z,w)). m2 = d e g (^ (c ,w )), л, = deg(>'(z>w))I n2 -d e g (S (z ,u )). Обозначим 
k = max(A, ,k 2) , l  =  шаx (/,, l 2), m -  m ax(w ,, т г ), n -  шах(и, , пг ).

Теорема 1. Для того , чтобы система (4) обладала свойством Пенлеве, необходимо вы
полнение следующих условий;

1. если к > 1 , т о  к - 1  < 2 ;
2. если т >  п, т о  т ~  п < 2 ;

3. если к  < !  + 1, т о  = л, ( z ,u ) , где г, (z, и) -  полином второй степени о т  и с 

аналитическими коэффициентами относительно z ;

4. если т < п Ф  1, т о  - гг (z, w ) , где гг (г, и») -  полином второй степени о т  w

с аналитическими коэффициентами относительно z .
Доказательство: Используя метод малого параметра Пуанкаре и рассматривая различ

ные возможности соотношения степеней полиномов
a(z, w), b(z, w), c(z, w), d(z ,w ), a (z ,u ), J3(z, u), y (z ,u ), S(z, и) ,  получаем требуемое.

Теорема 1 валяется обобщением следующего результата [2].
Теорема 2. Для того, чтобы полиномиально-линейная система

w' = P (z , w) и + Q(z, w ),u ' = R {z,u) w +• S(z,u), (5)

где P ,Q  и R,S -  полиномы no w и и соответственно с аналитическими по z в неко
торой области D c z C  коэффициентами, была системой P-типа, необходимо, чтобы она 
имела вид
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м а т е м ат и к а , прикладная м а т е м ат и к а , механики и астрономия

W = Оо O H  jP , О ) W + р2 (z) W2)u + q 0{z)+q, (z ) w+q2(z) iv2, 

и' = (r0 (z) + r,(z)u + r2 [z )u7) w + 50 (л) + -v, (z) и +  .f2 (г)ы г.

Рассматривая систему (6) и применяя условие (3) для R(w',w,z) ~ б w~ + г , можно доказать 
следующую теорему.

Теорема 3. Множество SPL полиномиально-линейных систем для уравнения (Р,) полно
стью описывается следующими двумя системами:

v? = СРо+ Р\ * ’)« + Ял + ? i «'  = —  w + \ 0 + 4,и -  /г,ь2, (7)
Л

где коэффициенты p t (z), ̂  (л), (z). j  -  0, ] удовлетворяют следующим условиям

Р'о = ~ P i (h  ~Pt (S \  +*i). Р' =-A(2?i ~ Р Л Л ' ,  = 6— ~ q l7 - p s y ,
Р.

, , 2 ч 2 , 2 (q7+ p :u)2 ,
и> = С Р о /?i>v+ p 2w )u + q0 + qtw + q7w ,u = ------- L----- ин-л0 +  j ,m

Pi
(8)

где коэффициенты j  -0 ,2 , i = Q,1 удовлетворяют следующим услови
ям

Р'о ~ ~Р}Яь -  Л (? | + S, )■, р\ =  - 2 p2q0 + 2p 0q2 -  p t (2?, + 5,), p\ =  p q 2 -  p, (3qt + s ,),

?o -  f  o?i -  Po*o - ?l = -9Гг -  2?o ?2 + -  P, s „ . ?2 = 6 -  3q, q, + ^ L -  -  p- sD.
Pi Pi

Рассматривая системы (7) и (8) и проверяя условия существования гамильтонианов для та* 
ких систем, получаем следующую теорему.

Теорема 4. Среди гамильтоновых полиномиально-линейных систем не существует сис
тем, эквивалентных уравнению (Р,).

Рассмотрим некоторые частные случаи дробно-линейных систем, удовлетворяющих услови
ям теоремы 1, и найдём условия эквивалентности таких систем уравнению (Pi). Так, например, 
для системы

r.(z,w)r2(z,\v)u + n2(z,w)ri {z,w) rs(z,u)r,(z,u)w-Yr6{z,u)rn(z,u) (9)

r ,(r ,w ) i/  + r4(z,w) ' r ,(z ,w )w + r8(z,i<)

где д, г2, г-, и г,, г ,, rg -  полиномы второй степени по w и и соответственно с

аналитическими по г  в некоторой области О с  С  коэффициентами, справедлива 
Теорема S. Уравнение (Р,) не имеет эквивалентных систем вида (9)
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Рассмотрим интегральное преобразование

( w ) M  * ° “ / 2  - W /2  | / ( 'V <
г» V И у
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