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Как известно, используя единичные функции, дельта-функции и их производные, 
можно построить дифференциальные уравнения, отражающие физические процессы, про
исходящие в пластинках с разрывными параметрами.

Наиболее простой метод интегрирования таких уравнений основан на использовании 
соотношения

j f ( x ) H ( x - a ) d x  = Н ( х - а )  J / ( x ) d x  + C,  ( 1)
а

где f ( x )  -  некоторая непрерывная на рассматриваемом промежутке функция, Н ( х - а )  -  
единичная функция.

При интегрировании выражений содержащих 8-функции и производных от 8- 
функции предварительно используются фильтрующие свойства:

/ ( х ) 8 ( х - а )  = / ( а ) 8 ( х - а ) ,  (2)

/  (х )8 '(х  -  а)  = /  (а ) 8 '(х  -  а)  -  f '{a )b (x  -  а)

Если же процесс непосредственного интегрирования исходных дифференциальных 
уравнений не может быть реализован, то целесообразно воспользоваться итерационным 
методом, который достаточно подробно рассмотрен в работе [1] и реализуется в случае, 
когда левую часть дифференциального уравнения, можно представить в виде суммы двух 
дифференциальных операторов

4 л) [ у ( * ) ] + 4 л“ >[у М ] = л (лО,

где 4 "* \У  (* )]  й 4 ""^ \У  (* )]  “  дифференциальные операторы и-го и (п-к)-то порядка.

При этом решение строится от оператора L\, а с помощью оператора Li определяется 
ошибка предыдущего интегрирования оператора L\. Итерационный процесс производится 
требуемое число раз.

Пример расчёта.
Рассмотрим дифференциальное уравнение следующего вида:

\ \ - Н ( х - а ) ~ \ у '  + Н ( х ~ а ) ( у ' - у )  = А  (3)

В данном случае единичная функция разделяет два участка дифференци
ального уравнения (3), имеющего различные типы дифференциальных уравнений первого 
порядка.

Таким образом, при х  < а дифференциальное уравнение (3) имеет вид

У ' = А ,

а при х  > а
■У '-У  = А ,

так как
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А = [1 -  Н(х  - а ) ] А  + Н ( х - а ) А .  

Дифференциальное уравнение (3) преобразуем следующим образом:

у ' - Н ( х - а ) у  = А

(4)

(5 )

Будем решать дифференциальное уравнение (5) по методу разбиения его левой части 
на две составляющих: у '  и - Н { х - а ) - у  При этом интегрирование будем производить от 

левой части, содержащей у ' , а с  помощью функции Н ( х - а )  у  будем определять ошиб
ку предыдущего интегрирования [2 , 3].

Таким образом, первая составляющая решения найдена с помощью дифференциаль
ного уравнения

У ' = А

(6)

Это даёт

у, = С + Ах.

Следовательно, первая ошибка интегрирования запишется в форме 

О, (х ) = Н ( х - а ) ( С  + Ах).

Знак «плюс» при 0 ,(.t) показывает, что перед интегрированием ошибка О, (х„) пе

реносится в правую часть дифференциального уравнения, определяющего вторую состав
ляющую решения.

Тогда получим

у'2 = Н ( х - а ) ( С  + А х)  = Н  ( х  -  а)[С + А(х -  а) + Аа].

Отсюда с учётом выражения (1) будем иметь

у 2 = Н ( х - а ) С ( х - а )  + А - Х А а ( х - а )

Третья составляющая решения примет вид

у 3 = Н ( х - а ) c ( £ Z f ) l  + / j ( f Z f I  + y le (£ Z ? )_

2 3 ! 2

Так как

™ у ф - а Г '  . ] | х - а  | ( х - а У  t (х - а ) } | 
t ;  ( и - 1)! 1! 2 ! 3!

то общее решение дифференциального уравнения (3) можно представить, как бесконеч
ную сумму решений у, в такой форме:

у  (х ) = [ l  -  Н ( х  -  о)](Л .г + С ) + 

+ Н ( х - а ) [ С е х-  + А(е'-° - 1 ) +  А а е''°] (7)

Покажем, что формула (7) действительно представляет собой решение дифференци
ального уравнения (3), т.е. обращает его в А
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Для этого вычислим первую производную от функции (7), учитывая фильтрующее 
свойство дельта-функции (2). Она равна

у ' ( х )  =  [1 -  Н ( х - а ) ] А - 8 ( х - а ) ( А а  + С )+

+ Н (х  -а ) [С е ' - °  + А ех-° + Ааех- ] +

+ 8 ( х - а ) [ С е ™  + А (е ‘- ° - 1 )  + Аае°-°]

Поэтому слагаемые, содержащие дельта-функции, называемые в работе дополни
тельными частными решениями, взаимно уничтожаются и окончательно первая произ
водная примет вид

у ' ( х )  =  [1 - Н ( х - а ) \ А +  Н ( х - а ' ) [ С е х~" + А е х-" + Аае”  ]  ( 8)

Подставляя значения функций (7) и (8) в дифференциальное уравнение (3), получим 

[1 - Щ х - а ) \ /  + Н ( х - а М - у ) ш

=  [1 - Щ х - а ) ] А  + Н ( х - а ){С (ех~“ - е™ )  +

+А [ех-° -  (ех~° - 1)  -  Аа(ех-° -  е ^ ) ]  =

=  [1 - Н ( х - а ) ] А  + Н ( х - а ) А  = А  ( 9)

Таким образом, функция (7) действительно является решением дифференциального 
уравнения (3).
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