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СУЩ ЕСТВО ВАН И Е НЕУСТОЙЧИВОГО  
ПРЕДЕЛЬН О ГО  ЦИКЛА ОДНОЙ АВТОНОМНОЙ  

СИСТЕМ Ы  С КОНЕЧНЫ М  ЧИСЛОМ ТОЧЕК  
РА ВНОВЕСИЯ

B.C. Д енисов

В работе [1] найдены достаточные условия существования устойчивого предель­
ного цикла, охватывающего все точки равновесия системы дифференциальных 
уравнений

При if/{у)  = у  систему (1) называют системой нелинейных колебаний, для ко­
торой в [2 ] доказан ряд теорем существовангия по крайней мере одного неустойчи­
вого предельного цикла или по крайней мере двух предельных циклов, окружающих 
одну особую точку - начало системы координат. В статьях [3], [4] получены более 
общие достаточные условия существования неустойчивого предельного цикла сис­
темы нелинейных колебаний, охватывающих конечное число особых точек, часть из 
которых расположена на оси абсцис. В настоящей работе рассматривается система 
дифференциальных уравнений

где n е N, при выполнении условий:
A. Д х )  и g (x ) - нечетные функции,

B. g(x)  > 0 на (0; х£ ); g(x)  < 0 на (х£ ;+со); Д х )  > 0  на (0; х £ ), (x fc + i;х ^ + 3  );

f i x )  < 0  на ( x £ ;x £ + i) ;  g(0) = g( x j )  = Д О ) = Д х Д  = / ( x fc + l)  = 0 , i  = l , k
и функции f(x) и g(x) обеспечивают существование и единственность решений 

при любых начальных значениях (х;у).
Обозначим:

х х
G(x) = J- g(s)ds,  <р(х) = g ( s ) f ( s ) d s ,  d  = -G (x ^  ) , b  = G ( xk + \ )  -  G (x ^ ),

x = ^ i g )  + y{x)  y  = g{x). (1)

X = y 2n 1 + f i x ) ;  у  = g (x), (2)

0 0

(3)

/ \ 2 n - \

+

Лемма 1. Если выполнено условие В и З у >  1, такое, что

b > k(y)d, (4)

96 Вестник У  О ВГТУ

Витебский государственный технологический университет



то для всякой дуги траектории системы (2 ), расположенной в полуплоскости 
у  > 2п~ЦуМ [у < - 2п~ЦуМ]  и пересекающей прямые х=0 , х=хк+1) выполняется не­
равенство

То-т!+1>° 1У~0-УШ <0] (5)
Доказательство. Рассмотрим дугу произвольной траектории у  = у(х)  (L\)  

системы (2), лежащей в полуплоскости у  > 2п~ЦуМ . Интегрируем уравнение

L  -  g(x)
y 2n- l + f ( x )

(6)

вдоль Ц на промежутке [0; хк+1]. Разбивая последний на два отрезка [0; хк], [хк; 
хк+1], и, используя неравенство (4), оценим разность ординат вдоль траектории L

ч 2 я -1  v+ + d
<Ук+1 УоКу +N2w-1

U )

где р  —
г +л2 и - 1

-М

М

<

Л + м

г +л2/?-1

А + м -Щ
+> 

А -М (7)

с +\ 2 п - \

А, + М

+
Интегрируя уравнение (6 ) вдоль L на [0; хк] найдем оценку для у ^  сверху

У к < У  о 2/7-1
- М

Учитывая ее, из неравенства (7), получим
/  ч 2/7—1

+ + d
У к + г У о ^

+
У о

+
/  +\ 2 п - \

У  о
м

V

+ м - к У

г  + \ 2 w - l
М

Полагая у *  = 2n~ll{y + z )M,  где z >  0, из последнего неравенства полу­

чим оценку
+ -  d

У к + \ ~ У 0  < — W x  + z )~  М /) ]  < так как К у ) - убывающая функция.

Лемма 2. Если выполнено условие В и С. 3xfc+2 е ( х ^ + 1 3  у У\ такие, 

что выполнены неравенства (4) и

<Р(хк + 2 )  -■2(P(x k+l')/Q-~y')’ (8)
то разность значений функции (3) вдоль дуг траекторий системы (2 ) на отрезке 

[0 ; х ^ + 2 ], лежащих в полуплоскости у  > 2/7* ЦуМ [у < - 2п ЦуМ и пересекающих 

прямые х = 0 ; х = хд-+ 2  удовлетворяет неравенству
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у (.хк + 2 ’ У к + 2 ^ ~ ¥(^ ’ УЪ+ ) > 0 [У Ф ’ УО ) ~ у (хк + 2 ’ У к + 2 ) > ° ] (9)

Производная функции (3) по х вдоль траекторий системы (2) имеет вид
dV _ - g ( x ) f ( x )

y 2n~ l + f ( x )

В силу леммы 1 и структуры поля направлений
г  , \ 2 п - \  г  . \ 2 w - l

(10)

T t + i l  = min М х) Х "  I X t + i  = max (У (х » 2п 1 ( 'О
№ *Л+1] [л> + Л + 2 ]

Интегрируя равенство (10) на отрезке [0 ;х ^ + 2 ] вдоль дуг траекторий, указан-
х

к+2
ных в условиях леммы 2 , и, разбивая |  (# 0 0 + / (jc))]<abc точкой х^+ \ на

0

два интеграла, с учетом равенств (1 1 ) и неравенства (8 ), получим оценку:

= 0 , гдеv ixk + 2 ; У к + 2 ) “  у ( ° ’У 0  ) > “
2<р(.х к + 1 ) + 2(р{х]с+\ ) М

1 - у

Я = i ( y^ + i ) ^ n  ̂ + М)((У~к+ 1 )^П ^ - М ) .  Аналогично доказывается лемма для по­

луплоскости у  < - 2n~}jyM.

Обозначим: т\ = шах \-^—(2п~У-  f (x j  )j 1 + G (x /)L /W 2  = G (x£+ i )
/=о,*12и J

Лемма 3. Если выполнены условия А, В и неравенство т\ < m2 , то тогда кри­
вые V=C при т\ < С < m2 обладают следующими свойствами:

1) симметричны относительно оси ОХ,
2 ) лежат в полосе -  х ^+ \ < х <  х^+ \

3) замкнуты и ограничивают область (V < С), внутри которой находятся все 
конечные точки системы (2 ).

Доказательство следует из вида ординат кривых уровня функции (3)

y  = ± 2”l 2 n ( C - G ( x )) 

и проводится аналогично [1, с.76].
Теорема 1. Если выполнены условия А, В, неравенство т\ < m2 и 

З у  > 1, Зх/( + 2 е (х & + 1  ; х £ + з )  такие, что выполняются неравенства (4), (8 ) и

G(xk+3) -G (x k+2) > y ( 2n-^ rM )2n + 2M2n~yjM , (12)
2 п

то тогда система (2 ) в полосе - х £ + з < х < х ^ + з имеет по крайней мере один 
неустойчивый предельный цикл, окружающий все особые
(0 ;0 ) ,(± х ,';2 и-.1/ - / ( ± х г') ) ,  i = TJ.
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Доказательство. Из условия А, В следует, что производная функции (3) в силу
dV

системы (2) —  = - f ( x ) g ( x )  < 0 на [ - х * +1 ;**+ ,], поэтому кривая V = C 0, где

т] < С0 < т 2 пересекается траекториями системы снаружи вовнутрь. Траектория L, 

начинающаяся в точке С(хк+2;у1+2 -~2"^[ут) , при уменьшении t выйдет на ось ко­

ординат в точке А ( 0; у * ) . При увеличении t она пересечет изоклину бесконечности 
y 2n-i + _  q ПрИ < х < так как в противном случае, интегрируя неравен-

dy I n —1ство —  = g (x ) /(у  +М ),справедливое вдоль L на [хк+2;хк+3] и проводя оценки,

получим неравенство противоположное неравенству (12) из условий теоремы. В 
дальнейшем полутраектория V  выходит на прямую х = хк+2 в точке D, и при этом, в

d v  /V Ч Асилу неравенства —  = - / (jc) < 0 , имеем оценку:
dy

VD - V C> 0 (13)

Затем полутраектория V  выходит на ось ординат в точке В(0,у^)  где

y O < ~ ^ n ~tfym.  В силу леммы 2 выполняются неравенства:

Vc - V A >0;  VB -  VD, > 0. Складывая их с неравенством (13), получим, что вдоль L 

VB- V A >0 , откуда в силу симметрии кривых V = С относительно оси ОХ получим 
неравенство ОВ>ОА.

On—1В силу нечетности функций f ( x ) , g ( x ) , y / { y ) — у  в полуплоскости х < 0  

существует дуга Л,5, траектории симметричная дуге АВ траектории L относи­
тельно начала координат. Эти дуги с отрезками [^ Ц ] , [^ 5 , ]  оси ординат образуют 
контур Г, ограничивающий область ст , такую, что ни одна траектория системы (2) не 
входит в эту область. Тогда в кольцевой области a \(F  < С0) существует по крайней 
мере один неустойчивый предельный цикл, окружающий все особые точки системы.
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SUMMARY
In this paper the sufficient conditions for existence at least of one unstable limit cycle, 

which surrounds all singular points, of some autonomous system are given.
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