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1 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ И СИСТЕМ

1.1 Понятие о математической модели и передаточной функции 
системы

М ат ем ат ическая м одель  -  это эквивалент динам ического объекта, 
отраж аю щ ий в м атем атической ф орме важ нейш ие его свойства -  законы , 
которы м  он подчиняется, связи, присущ ие составляю щ им  его частям , и т. д.

О дним из способов задания м атем атической м одели объекта является 
составление диф ф еренциальны х уравнений, описы ваю щ их в динам ике процесс 
преобразования входны х величин объекта в выходны е. П ри составлении 
диф ф еренциального уравнения каж дого элем ента необходим о, преж де всего, 
вы явить ф изический закон, определяю щ ий его поведение. М атем атическое 
вы раж ение соответствую щ его ф изического закон а и является исходны м  
диф ф еренциальны м  уравнением  данного элем ен та автом атической системы  
(уравнением  динамики).

М атем атическим  аппаратом , позволяю щ им  представлять 
диф ф еренциальны е уравнения в виде степенны х алгебраических уравнений, 
является преобразование Л апласа. П реобразование Л апласа позволяет ввести 
некоторую  обобщ енную  м одель объекта или системы  в виде передаточной 
функции W (р ).

П ередат очная ф ункция  представляет собой отнош ение изображ ения по 
Л апласу вы ходного си гнала элем ен та С А У  (объекта, системы  в целом ) к 
изображ ению  по Л апласу входного сигнала при нулевы х начальны х условиях.

w  (p  ) = X 4 = ( 1. 1)
X  (P ) an P +an - lP +...+ агР + а0

где at, Ъ} -  числовы е коэф ф ициенты  полином а знам енателя и числителя 

соответственно; р  -  оператор Л апласа; Y (p ) -  изображ ение по Л апласу 

вы ходного сигнала; X  (p ) -  изображ ение по Л апласу входного сигнала.

П ри  нулевы х начальны х услови ях  уравнение звен а  в изображ ениях, 
соответствую щ ее передаточной ф ункции ( 1.1), записы вается в виде:

[ anPn + an-1Pn- + ...+ aiP + a0 ] Y (p  ) = [K P m + K-xPm~- + ...+ Ъ1P + Ъ0 ] X  (p ). (1.2)

Д иф ф еренциальное уравнение мож но записать по уравнению  в

изображ ениях, зам еной  оператора р  н а  — .
dt
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d ny  (t )
dtn

+ a„
А Ж  + ...+ a , M U  + a0 y  (t ) —

,  d mx (t)
— Ъ ---------- + Ъ

m dtm m

dtn-1 
d m-1x ( t)

dtm-1 + ... + k

dt 
dx ( t) 

dt

(1.3)
+ Ъ0 x (t) .

1.2 Частотные характеристики элементов и систем

В аж ную  роль при описании линейны х систем  играю т частотны е 
характеристики, отраж аю щ ие реакцию  объекта н а  гарм онический сигнал.

Ч астотны е характеристики  м огут бы ть легко получены , если известен 
ком плексны й коэф ф ициент  передачи  систем ы  W (jm ) , которы й представляет

собой отнош ение значений  сигналов н а  вы ходе и н а  входе элем ен та при подаче 
н а  вход гарм онического сигнала:

А (   ̂ ,, вьк (m) Л (  \

W ( j® )— 7 ( T , , , , )  — a t ®  ̂ (m)-" t,' )) — A « M "  — ReИ + j Im(® ); (1 .4)Abx (m) втхУ > Авх (m)

A (m) — ^R e2 (®) + Im2 (m ); ,(m ) — arctg
Im (m) 
Re (m)

Е сли  задан а передаточная ф ункция элем ента W (р ) , то для получения 

ком плексного коэф ф ициента передачи производят зам ену оператора Л ап ласа н а 
оператор Ф урье p  ^  jm  , где j  — V-Г -  м ним ая единица.

Различаю т следую щ ие частотны е характеристики:
1. А м плит удно-част от ная характ ерист ика (АЧХ) -  изм енение

А
соотнош ения ам плитуд A (m)— BbbX при изм енении частоты  0 < m < да.

АВ Х

2. Ф азо-част от ная характ ерист ика (Ф ЧХ) отраж ает изм енение ф азового 
сдвига ,(m )  — , ВЬХ -  , ВЬХ при изм енении частоты  0 < m < да.

3. А м плит удно-ф азовая част от ная характ ерист ика (АФ ЧХ) -  
траектория движ ения кон ц а вектора ком плексного коэф ф ициента передачи 
W(jm ), при  изм енении частоты  0 < m < да.

4. Д ействительная часть ком плексного коэф ф ициента передачи Re(m) 
назы вается вещ ест венной част от ной характ ерист икой  (ВЧХ).

5. М ним ая часть ком плексного коэф ф ициента передачи Im(m) назы вается
м ним ой  част от ной характ ерист икой  (М ЧХ).
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6 . В м есто А Ч Х  чащ е строят логариф м ическую  ам плит удно-част от ную  
характ ерист ику (ЛАЧХ), представляю щ ую  собой зависим ость
L (m) — 20 lg(A (m )). П ри  этом  по оси абсцисс отклады ваю т lgm .

Л А Ч Х  строят н а одной координатной сетке с ФЧХ.
Д ля одноконтурной системы , если она не содерж ит в своем  составе 

нем иним ально-ф азовы х звеньев, при построении Л А Ч Х  и Ф ЧХ  мож но 
руководствоваться следую щ им и правилами:

1. О пределяется общ ий (эквивалентны й) коэф ф ициент усиления системы  
К  и вы числяется 20 lg K .

2. О пределяю тся частоты  сопряж ения звеньев mt —1 , вы числяю тся lg mt и

наносятся н а  координатную  плоскость вертикальны е ш триховы е линии, 
соответствую щ ие этим  значениям.

3. О пределяется начальны й наклон Л А Ч Х  систем ы  и начальны й ф азовы й 
сдвиг: если в передаточной ф ункции нет м нож ителя P , то начальны й наклон 
составляет 0 дБ/дек, а  начальны й ф азовы й сдвиг , 0 — 0 ; если м нож итель p  

присутствует в числителе, то начальны й наклон составит +20 дБ/дек, а  ф азовы й 
сдвиг -  , 0 — +900 ; если м нож итель p  присутствует в знам енателе, то начальны й 

наклон составит -20 дБ /дек , а  ф аза , 0 — -900 .

4. Ч ерез точку 20 lgK  н а  оси ординат (на частоте m — 1 или lg(m —1) — 0) 
проводится линия с начальны м  наклоном  от m — 0 (lg(m — 0) — -да) до пересечения 
с первой сопрягаю щ ей частотой.

5. Д алее при достиж ении каж дой сопрягаю щ ей частоты  наклон будет 
изм еняться н а +20 дБ /дек  -  если м нож итель (Ttp  + 1) в числителе и н а

-20 дБ/дек  -  если сом нож итель (Tp + 1) в знам енателе; слагаем ы е ф азового

сдвига, соответствую щ ие каж дом у м нож ителю  (Tp + 1) для числителя

,  — +arctg(Tm) и для знам енателя - ,  — -arctg(Tm ) .

П рим ечание. Н еобходим о такж е учиты вать степень, с которой 
м нож ители входят в передаточную  ф ункцию , показатель степени будет 
являться м нож ителем  при определении соответствую щ его наклона (либо его 
изм енения) и слагаем ого фазового сдвига.

6 . Н аличие в передаточной м нож ителя pT не влияет н а Л А Ч Х , но ему 
соответствует слагаем ое ф азового сдвига ,  — -57,30 .

7. Ф ЧХ  строится по вы раж ению  ,(m )  — , 0 + ̂ ,  .

Задача 1.1
Записать передаточную  ф ункцию  и уравнение динам ики пассивного 

четы рехполю сника, принципиальная электрическая схем а которого 
представлена в таблице 1.1 (по вариантам). В случае необходим ости  принять
С  — С2 — С3 и Lj — L2.

6
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Т аблиц а 1.1 -  П ринципиальны е электрические схемы  пассивны х
четы рехполю сников

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3

R i С ,, Ri Ri

Uex(t)
С2

={= Uebix(t) Uex(t) R 2

R2

C= =  Uebix(t) Uex(t)

R 3 Ci

I

Uebix(t)

Вариант 4 Вариант 5 Вариант 6

e-C
R i Ci, C,

Uex(t) r 2
R3

C ,

R i

Uebix(t) Uex(t)
С 2

Ri

Uebix(t)

C 2

HH
Uex(t) Сз={= Uebix(t)

Вариант 7 Вариант 8 Вариант 9

Ri R i C h R i

Uex(t)

R i

C,
Uebix(t) Uex(t) R2

r 2

Uebix(t)

0—' C i • 4  I— и

Uex(t) Uebix(t)

Вариант 10 Вариант 11 Вариант 12

R i Сь R i
— I
■ С

I—
If

R2r
Uex(t) Uebix(t) Uex(t) R i CiJ=  Uebix(t) Uex(t)

C2
Uebix(t)

Вариант 13 Вариант 14 Вариант 15

С,

Uex(t) С̂ =

R i Cf|

R1

C3
Uebix(t) Uex(t)

R2

c 2

R i

Cf

Uebix(t)
Uex(t) R i \

C 2

Uebix(t)
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О кончание таблицы  1. 1

8

Витебский государственный технологический университет



П рим ер реш ения. Записать передаточную  ф ункцию  и уравнение 
динам ики пассивного четы рехполю сника, принципиальная электрическая схем а 
которого представлена н а рисунке 1.1 .

R
0— 1 I

U ex

0-

-0

С
: и в ы х

-0

Р исунок 1.1 -  С хем а пассивного четы рехполю сника 

П о закону Ома:

U вх (p ) — Zвх (p  )• I  (p );

UBbIX (P ) — Z  BbIX (P  ) • I  (P ) .

П ередаточная ф ункция четы рехполю сника:

W  (  p  )  — U BbIX  (  p  )  — Z B b X  (  p  )  • I  (  p  )  — Z B b X  (  p  )

У Р )  U ВХ  ( P )  Z ВХ  ( P ) •  I  ( P )  Z В Х  ( P )  '

Запиш ем  входное и вы ходное сопротивления четы рехполю сника в 
ком плексной форме:

Z ВХ (p ) — R  + —  — p R C  + 1 ; Z BbX (P  ) ^ - ^ .BX\ F)  p C  p C  ’ B bx\ r )  p C

Т огда  передаточная ф ункция четы рехполю сника:

1

W  ( p ) — ZBbX ( p )  — P C  — 1___
{P ) Z bx (p ) PR C  + 1 p R C  +1 ‘

P C

О бозначим  RC = T :

W  ( P  ) ^ - ^ .  
y J Tp +1

П о передаточной ф ункции запиш ем  уравнение в изображ ениях:

W  ( P ) — 1 7 ^ — T P 1+ Г ^  UB“ X ( P  ) [ TP + ' ] — U BX ( p ) .
U BX  (  P  )  TP  +  1

П о уравнению  в изображ ениях записы ваем  диф ф еренциальное уравнение:

T —Ubs M  + U Bbx  ( t ) — UBX ( t ) .

9
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Задача 1.2
Рассчитать и построить частотны е характеристик для элем ента системы , 

передаточная ф ункция которого задана в таблице 1 .2 .

Т аблиц а 1.2 -  В арианты  заданий

№ варианта Передаточная функция W (p )
Параметры

K 71 7 1 2 713
1 2 3 4 5 6

1 W(p ) = ( Kp{T3P + 1) .
(т>  + К Т  p  + 1)

10 0,1 2 0,5

2 w  (p  )=  Kf - p + )2
P (T,P + 1)

17 5 0,3

3 W (p)=  K ^  l)(7’2|1p + 1)
p (T3 p  + 1)

50 0,5 0,1 4

4 w  (p  ) = ( K  (T,)p + 1  )' r '  (72 p  + 1)(r3 p  + 1) 40 0,8 0,05 5

5
W (p ) = (T1p + 1)(72/. + 1)(Тз p  +1)

12 0,1 5 40

6
W(' ' = KZ + 1)

15 0,5 12

7 W(„ =  № , . » 0,2 10 0,1

8
1)

50 10 0,2 0,05

9 w (p)=  K((7; p + ‘I
p (71 p + 1)

100 25 0,8

10 W (p )=  K ̂  l)(7’2|1p + 1)
p (T3 p  + 1)

15 10 0,4 2

11 W (p  ) = ( K (T^ +  1) 4 
(7  p + 1)(T3 p +1)

0,1 20 0,2 1

12
W (p ) = (T1p + 1)(72/. + 0(73 p  +1)

40 0,05 50 2

13 W (p )=  K 7 p  + 1)2
p (71p + 1)

40 16 0,1

14 W (p )=  Kp(T2 p  + 1
(71 p  +1)

15 0,8 15

15 w ( p )= ( Kp(7)p + 1) , 
(71 p  + 1X72 p  +1)

12 20 1 0,1

16 w  (p  )= K((7; p +12
p (T1 p  + 1)

60 0,2 4

10
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О кончание таблицы  1.2
1 2 3 4 5 6

17 W (Р )=  K (Т'Р1  liT j p+ 1)
Р(Тз Р + 1)

0,5 50 15 0,2

18 W (р ) = ( к  (TpT  1  , 
(Т Р + 1)Тз Р T 1)

25 0,1 30 2

19
W (p ) = (T1 p  T \\Т ,рт  1)(Тз Р +1)

100 12 0,2 4

20 w  (р  ) = к  Р +
р (т1р + 1)

25 0,2 5

21 W (р  ) = K p T  Р т1)
(Т р  T 1)

0,8 25 1

22 W( p ) = ( Kp(\ p + 1) )
^  (Т Р + 1)(Т2 Р +1)

20 0,5 5 0,02

23 W (p )=  K  (Т Р + 1)
р Т  p  t  1)2

25 1 50

24 w  (p )=  K (T'P T  1
Р(Т3 Р + 1)

20 0,1 20 1

25 W (р ) = ( K  (Тр  +1) , 
(Т Р T 1)(Тз p  T 1)

18 0,5 4 16

26
W (p )= (Тр + 1Хтгр  + 1)(Тз p  T 1)

2 1 20 0,04

27 W (Р )=  K  Т  Р + ^
р (т1р + 1)

10 0,05 1

28 W(p)=  KP(T2 Р T)!1) 
(Т р +1)

25 0,4 2

29 w (р ) = ( Kp(T) P + 1) ,  
(Т р + К Т  р + 1)

30 2 10 0,2

30 w  (p )=  Kf - Р + )2 
р (т1р + 1)

200 12 0,5

П рим ер реш ения. Н еобходим о рассчитать и построить все виды  
частотны х характеристик для элем ен та системы , передаточная ф ункция 

, ч K  (T1p  +1)
которого W (p ) = —У 1------ f , где K  = 10, Т1 = 0,2 с , Т2 = 2 с .

Р (Т2 Р + 1)

Зам енив в передаточной ф ункции элем ента оператор Л апласа н а  оператор 
Ф урье (p  ^  j o ) , получим  ком плексны й коэф ф ициент передачи элем ента и

вы делим  в нем  вещ ественную  и м ним ую  части:
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W , . , =  K  (T Jo T  1) = -  jK  (T Jo T  1 )(-T  j o T  1) = K  (-  j T T p 2 + (T -  T  ) o - j ) 

}j0 J0  (T2 j 0  + 1) j ° ( r j ) ( TJ OT 1) ( -T2, / ° T 1) ffl(T2!0 ! T 1)

= k  (T  -  Г ) _ k  (т т о  T 1)

T ;o 2 T 1 j  o ( T 2m2 T 1)

В ы раж ение для построения вещ ественной частотной характеристики  
(ВЧХ):

Re (o ) = К Т - Г )  = 10 (0.2 _ 2) = - _ J ^ .
V ’ Т О 2 +1 2 0  +1 4 0 2 +1

В ы раж ение для построения м ним ой частотной характеристики  (М ЧХ):

К  (т т 20 2 + 1) _  10 (0,2 • 2o 2 + 1) _  4о 2 + 10
Im (0 ) = --

0 (Т20  +1) 0  ( 2 0  +1) 0  (4 o 2 +1)'

В ы раж ение для построения ам плитудно-частотной характеристики 
(АЧХ):

A (0 ) = J(R e (0 )) +(lm  (0 ))
"\

К (Т - Т2 ) ^2 f К (TT0  + 1)^

V Т 2 0  + 1 0 (Т0  T 1)

K p 2T0  + Т 20 2 T Т0  +1 K , j ( Т 0  + 1) ( т220 2 + 1) К т 20 2 +1 10
0 (Т220 2 + 1) 0 (Т220 2 + 1) 0 |т220 2 +1 0

0,0402 +1 
402 + 1

П одставим  различны е значения частоты  ю в вы раж ения частотны х 
характеристик и сведем  результаты  вы числений  в таблицу 1.3.

Т аблица 1.3 -  Д анны е для построения частотны х характеристик
0 0 0,1 0,25 0,5 0,75 1 2 4 ю

Re0 ) -18 -17,31 -14,4 -9 -5,54 -3,6 -1,06 -0,28 0
Im 0 ) -ю -96,54 -32,8 -11 -5,03 -2,8 -0,76 -0,28 0
A (0 ) ю 98,08 35,82 14,21 7,48 4,56 1,31 0,40 0

П о данны м  таблицы  1.3 строим  частотны е характеристики  (рис. 1 .2-1.5).
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Запиш ем  вы раж ение для построения ФЧХ:

р  (0  ) = -90° + arctg (Т10 ) -  arctg (Т20  ) = -90° + arctg (0,2 0  ) -  arctg (20  ).

П одставим  различны е значения частоты  ю в вы раж ение Ф ЧХ  и сведем  
результаты  вы числений в таблицу 1.4. Т ак как  Ф ЧХ  и Л А Ч Х  будем  строить на 
одной координатной сетке в логариф м ическом  м асш табе, то для каж дого 
значения частоты  0  из таблицы  1.4 найдем  l g 0 ) .

Т аблиц а 1.4 -  Д анны е для построения Ф ЧХ
0 0 0,1 0,2 0,5 1 2 5 10 20 50 ю

t e w -ю -1,0 -0,7 -0,3 0,0 0,3 0,3 0,7 1,0 1,3 0

р 0 ) -90 -100,2 -109,5 -129,3 -142,1 -144,2 -144,2 -129,3 -113,7 -102,6 -90

Д ля построения Л А Ч Х  рассчитаем:
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20lg К  = 20lg10 = 20дБ ;

0 1=Т= 012 = 5с" ;  lg 0 1= lg 5 = 0 ,7 ;

02 = у  = 2  = 0 , 5 0 ^ 0  = lg 0,5 = - 0 ,3 . 
Т2 2

Н анесем  ш триховы е линии, соответствую щ ие частотам  и злом а Л А Ч Х  
(рис. 1.6). Ч ерез точку 20 lg к  = 20д Б , отлож енную  н а оси ординат, проводим  
линию  с начальны м  наклоном  Л А Ч Х  -20дБ/дек, поскольку в передаточной

функции м нож итель р  находится в знам енателе. П осле частоты  0 2 = — = 0,5с-
Т 2

наклон Л А Ч Х  изм енится н а -20дБ /дек  и станет равны м  -40дБ/дек, поскольку 
м нож итель (Т2p  + 1) находится в знам енателе передаточной функции. П осле

частоты  0 1 = — = 5с-  наклон Л А Ч Х  изм енится н а  +20дБ/дек  и станет равны м
Т1

-20дБ/дек, поскольку сом нож итель (Т1 p  + 1) находится в числителе передаточной 

функции.
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2 ПРАВИЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТРУКТУРНЫХ СХЕМ

2.1 П равила преобразования структурны х схем

Э лем енты  СА У , м атем атические м одели которы х описы ваю тся в виде 
передаточны х функций, м огут бы ть соединены  последовательно, параллельно и 
с обратной связью .

1. П ри параллельном  соединении элем ентов н а  вход элем ентов W1 (p) и 
W2 (p ) подается один и тот ж е сигнал x(t) (рис. 2.1). В ы ходной  сигнал 
параллельного соединения y(t)  будет являться сум мой вы ходны х сигналов 
элем ентов y  1 (t) и y 2 (t).

Р исунок 2.1 -  П араллельное соединение

П ри  вы читании сигналов соответствую щ ая передаточная ф ункция будет 
со знаком  м инус (рис. 2 .2 ).

г — Щ (Р )
т

щ р )

Г777Т Т 1 У, ГО 
Щ ( Р ) — ъ

1И/ /г.1 ------ ^
УМ)

Р исунок 2.2 -  П араллельное соединение с вы читанием  сигналов

2. П ри последовательном  соединении элем ентов W1 (p) и W2 (p) вы ходной 
сигнал первого элем ента y  1 (t) будет равен входном у сигналу второго элем ента 
*2 (t).

X(t)
и /а р )

у,Ю»■ Щ (Р )
y(t) x(t)

Щ ( р ) Щ ( р )
y(t)

Рисунок 2.3 -  Последовательное соединение
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3. П ри  соединении элем ентов с отрицательной обратной связью  входной 
сигнал первого элем ента равен  разности  входного сигнала соединения и 
вы ходного сигнала второго элем ента, а  входной сигнал второго элем ента равен 
вы ходном у сигналу соединения.

Р исунок 2.4 -  С оединение элем ентов с отрицательной обратной связью

Р исунок 2.5 -  С оединение элем ентов с единичной отрицательной обратной
связью

4. П ри соединении элем ентов с полож ительной обратной связью  входной 
сигнал первого элем ента равен сумме входного сигнала соединения и 
вы ходного сигнала второго элем ента, а входной сигнал второго элем ента равен 
вы ходном у сигналу соединения.

Р исунок 2.6 -  С оединение элем ентов с полож ительной обратной связью

5. Звено м ож но переносить через сум м атор как вперед (рис. 2 .7), так  и 
назад (рис. 2.8). П ри этом  передаточны е ф ункции от обоих входов к вы ходу не 
изменятся.

16

Витебский государственный технологический университет



Р исунок 2.7 -  П еренос звена через сум матор вперед

Р исунок 2.8 -  П еренос звен а через сум м атор назад

6 . Звено м ож но переносить такж е через точку разветвления вперед (рис. 
2 .9) и назад  (рис. 2 .10), сохраняя все передаточны е функции.

x(t)
W ( p )

--------------►
I N ( P )

У,Р)

y jt)

Р исунок 2.9 -  П еренос звена через точку разветвления вперед

x(t)
W ( p )

y / t )

1 / W ( p )

y*(t)

Р исунок 2.10 -  П еренос звена через точку разветвления назад

7. П оследовательно соединенны е звенья м ож но переставлять м естам и 
(рис. 2 . 11).

X(t)
Щ ( Р ) w 2 ( p )

y(t) X(t)
Щ ( Р ) Щ Р )

y(t)

Р исунок 2.11 -  П ерестановка звеньев 
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8 . М ож но переставлять м естам и последовательно соединенны е 
сум м аторы  (рис. 2 .12).

Р исунок 2.12 -  П ерестановка сум маторов

9. Т акж е м ож но переставлять м естам и последовательны е точки 
разветвления.

к УМ)
*1® I УзЦ)

ку2т 
/ П  Уз®

f 'У, ffl Ту, ГО

Р исунок 2.13 -  П ерестановка точек разветвления

2.2 Запись передаточны х ф ункций и диф ф еренциального уравнения 
динам ики по структурной схеме системы

Е сли  задана структурная схем а системы , м ож но записать передаточны е 
ф ункции, воспользовавш ись правилам и преобразования структурны х схем. 
К аж дая передаточная ф ункция -  это отнош ение изображ ений Л апласа 
некоторы х сигналов.

Рассм отрим  н а прим ере структурной схем ы  н а  рисунке 2.14.

Р исунок 2.14 -  П рим ер структурной схемы

WPA3 (p) =
Y (p ) 
E (p )

-  передаточная ф ункция систем ы  в разом кнутом  состоянии

представляет собой отнош ение изображ ения вы ходного сигнала к изображ ению  
ош ибки.
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WpA3(p) = Wnu (p)-W 0C ( p ) , (2 .1)

где Wm  (p ) -  передаточная ф ункция прям ой цепи; W0C (p)  -  передаточная

ф ункция главной обратной связи.
В случае единичной главной обратной связи:

wpa3(p ) = Wuu (p ) . (2 .2 )

W3AM (p ) = — -  передаточная ф ункция систем ы  в зам кнутом  состоянии
G ( p  )

(эквивалентная) -  отнош ение изображ ения вы ходного сигнала к изображ ению  
задаю щ его воздействия.

W (p ) = Wuu*(p ) (2 3)
ЗАМ (p ) 1 + WpA3 (p ) . (2 .3)

В случае единичной главной обратной связи:

w3am (p ) = л WW3 (Р) ) . (2.4)
1 + WPA3 ( p  ) V 7

Wsg (p ) = E  (p j -  передаточная функция ош ибки относительно задаю щ его

воздействия -  отнош ение изображ ения ош ибки к  изображ ению  задаю щ его 
воздействия.

Wsg ( p  ) = 1 -  W3am ( p ) . (2.5)

В случае единичной главной обратной связи:

W’g (p  ) = 1+ wr„ (p  ) '  (2 .6)

Wy  (^) = — (p  j  -  передаточная ф ункция возм ущ ения -  отнош ение

изображ ения вы ходного сигнала к  изображ ению  возмущ ения.

Wf (p )

а д = 1 а д  (1 7)

где Wf  (p) -  передаточная ф ункция элем ентов, стоящ их после точки прилож ения

возм ущ ения.
Д ля рассм атриваем ого примера:

WpA3 (p  ) = W,( p  ) W  (p ) ;

W ( p ) = _ w M w ( p L .
3АМ (p ) 1+W, ( p ). W2 (p ) ;
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W  ( p ) 1+ W (p ). W2 (p ) ;

W ( „)- Wk(p)_
■*[p> 1 + W (p ). W2 (p )•

У равнение динам ики связы вает вы ходной сигнал систем ы  со входными. 
В данной системе вы ходной  сигнал y  (t) , входны е сигналы  -  g (t) и f  (t). 

У равнение динам ики в изображ ениях будет им еть вид:

Y (p ) -  G (p ) ' W3AM (p ) + F (p ) . Wf y (p ) . (2 .8 )

Д иф ф еренциальное уравнение записы вается по уравнению  в

изображ ениях зам еной  оператора p  н а  — , Y(p ) н а  y(t), G(p ) н а  g(t) и F (p ) н а
dt

f  (t).

Задача 2.1
1. Д ля заданной системы  записать передаточны е функции:
-  разом кнутой С А У  по главной обратной связи;
-  передаточную  ф ункцию  ош ибки относительно задаю щ его воздействия;
-  передаточную  ф ункцию  системы  в зам кнутом  состоянии 
(эквивалентную  передаточную  ф ункцию );
-  передаточную  ф ункцию  системы  относительно возмущ ения.
2. Записать диф ф еренциальное уравнение системы  (уравнение динамики). 
С труктурны е схемы  систем  изображ ены  н а  рисунках 2 .15-2 .20 .

П ередаточны е ф ункции элем ентов систем  для различны х вариантов 
представлены  в таблице 2 Л.

Р исунок 2.15 -  С хем а №  1

Рисунок 2.16 -  Схема № 2
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g(t)
щ(р) H 2 H  w*(p> H  w*(p>

I w4(p) f«—

и m

W6(p)

Р исунок 2.17 -  С хем а №  3

9(t)

г» Щ(Р)

W2(p)

И/3(р)

m

W
W6(p) y(t)

Р исунок 2.18 -  С хем а №  4

m

Р исунок 2.19 -  С хем а №  5

Рисунок 2.20 -  Схема № 6
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Т аблиц а 2.1 -  В арианты  заданий
№ варианта № схемы W.( p ) W (p ) W3 (p) W4 (p ) W (p) W6 (p)

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 * 1
p (Tlp  + 1) *  2 p 1 *  4 * 5

p
*  6

2 2 *  2 1 *  4 *  5
T1 p  + 1 T4 p  + 1 p (T5 p  + 1)

3 3 *1 (T1p+1) *  2 *  3
*  4

*  5 1
T2 p  + 1 p T3 p  + 1 p

4 4 *1
*  2 1 *  4

*  5
*  6

p p (T5 p  + 1)(T6 p  + 1)

5 5
1

p
*  2

*  3 
T3 p  + 1

* 4
p

*  5 * L
p

6 6 *  2 1 *  4 *  5 *  6
T1 p  + 1 T2 p  + 1 p T5 p  + 1

7 1 *  2
*  3

*  4
*  5 1

T1 p  + 1 p T4 p  + 1

8 2 *  2 *  3 *  4 *  5
p T4 p  + 1 T5 p  + 1

9 3 *  2
*  3 1 *  5 *  6

T1 p  + 1 p (T2 p  + 1) p

10 4 1 *  2 *  3 *  4
*  5

*  6

T2 p  + 1 T4 p  + 1 p (T6 p  + 1)

11 5 p *  2
*  3

*  4 1
*  6

T2 p  + 1 p T6 p  + 1
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П родолж ение таблицы  2.1
1 2 3 4 5 6 7 8

12 6 *1 *  2
*  3 *  4 p 1

*  6
p T2 p  + 1 p (T6 p  + 1)

13 1 *  2 *  3 *  4 1 *  6
T1 p  + 1 p T3 p  + 1 p

14 2 *  2 *  3 *  4 *  5
T1 p  + 1 T2 p  + 1 p T4 p  + 1

15 3 *  2 1 *  4
*  5 *  6

T1 p  + 1 T2 p  + 1 T5 p  + 1 p

16 4 1 *  3
*  4 (T4 p  + 1)

1
*  6

T1 p  + 1 T5 p  + 1 p (T6 p  + 1)

17 5 *1
*  2 1 *  4 *  5

*  6
p (T1p  + 1) T4 p  + 1 T6 p  + 1

18 6 * 1
*  2

1 *  4 *  5
*  6

p (T2 p  + 1) p T6 p  + 1

19 1 1 *  3 p *  4
*  5

*  6
+ 1)(T2 p  + 1) T5 p  + 1

20 2 * 1 *  2
*  3

*  4 *  5
p T2 p  + 1 T4 p  + 1 p

21 3 T2 p  + 1
*  3 1

*  5 *  6
p T3 p  + 1 T5 p  + 1 T6 p  + 1

22 4 1 *  2
*  3 К  4 (T4 p  + 1)

*  5
*  6

T3 p  + 1 p (T5 p  + 1)(T6 p  + 1)

23 5 *  2 *  3
*  4

1
*  6

T1 p  + 1 p T4 p  + 1 p
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О кончание таблицы  2.1
1 2 3 4 5 6 7 8

24 6 *  2 *  3 1 *  5 *  6
T1 p  + 1 p (T5 p  + 1)(T6 p  + 1)

25 1 *1
*  2

*  3 *  4 *  5
T1 p  + 1 p p T5 p  + 1

26 2 *1
*  2 1

*  4 *  5
p p (T4 p  + 1) T5 p  + 1

27 3 *1
T2 p  + 1

*  3
*  4

*  5 *  6
T1 p  + 1 p p T6 p  + 1

28 4 *1
*  2

*  3
*  4

1
*  6

p p (T4 p  + 1) (T5 p  + 1)(T6 p  + 1)

29 5 *1 1 *  3
*  4

1 *  6
p p (T4 p  + 1) T6 p  + 1

30 6 * 1
*  2 1 *  4

*  5
*  6

T2 p  + 1 T4 p  + 1 p (T6 p  + 1)
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П рим ер реш ения. Д ля системы , структурная схем а которой представлена 
н а  рисунке 2 .2 1 , записать:

1) передаточны е функции:
-  разом кнутой С А У  по главной обратной связи;
-  передаточную  ф ункцию  С А У  в зам кнутом  состоянии;
-  передаточную  ф ункцию  ош ибки относительно задаю щ его воздействия;
-  передаточную  ф ункцию  С А У  относительно возм ущ ения;
2 ) уравнение динамики.

Р исунок 2.21 -  С труктурная схем а С А У

И спользуя п равила преобразования структурны х схем, определим  
эквивалентную  передаточную  ф ункцию  м еж ду точкам и A  и B:

(p  ) =  ,SX J , '  = -
мУИ> 1 + w, (p  )W  (p ) 1

где K ab = -1 , TtB = - 1-
Ai АлА,|

K 3 p K3 p
K 3 K4 p  + K ,K 4

V K 3 K 4
p  +1 К ,К  k k

p +

_ =  K abp 
1 Tabp + 1

П ередаточная ф ункция системы , разом кнутой н а главной обратной связи:

wPA3 (p  ) = W (p  ) W 2 (p  )-w ab (p  )• w5 (p  ) = 4 4  = - K'K 2 KabK p   .PA3\r; 2\ r j  AB\r; 5\ r ;  £  (p ) ^ p  + 1)(T2 p  + 1)(T5 p  +1)

Э квивалентная ф ункция системы  в зам кнутом  состоянии:

W3A„ (p )=  Y (^  (p ) -
G ( p  ) 1 + WpA3 (p  )

(Tabp+1) T p +1)(T5p +1) _ K K K AbK5p
K\K  2 KabK5 p

1+ k k  2 K abK5 p

(TABp + 1) (T2 p  + 1) (T5 p  + 1)
(TABp  + 1) (T2p  + 1) (T5p  + 1) + K1K2KABK 5p

K K  2 K  abK5 p

TABT2T5p 3 + (TABT2 + TABT5 + T2T5 ) P2 +(TAB + T2 + T5 + K1K2KABK5 ) P + 1

П ередаточная ф ункция ош ибки относительно задаю щ его воздействия:

25

Витебский государственный технологический университет



w  (p ) = = ------- 1
£g[p) G (p ) 1 + WB, ( p  ) 1+ -

K K  2 KabK5 p

(TABp  + 1) (T2 p  + 1) (T5 p  + 1) 

(TABp  + 1) (T2 p  + 1) (T5 p  + 1)
(TABp  + 1) (T2p  + 1) (T5p  + 1) + K1K2K ABK5p

П ередаточная ф ункция системы  относительно возм ущ ения f(t):

wy  (p  ) =
Y ( p  ) _  W ( p  ) (T p  + 1)
F (p )  1 + WpA3 (p )  j +

K K  2 K abK  p

(TABp  + 1) (T2 p  + 1) (T5 p  + 1)

K5 (TABp  + 1) (T2p  + 1)
(TABp + 1) (T2p + 1) (T5p  + 1) + K1K2KABK5Г 

K 5TABT2p 2 + K5 (Ta b  + T2 ) p  + K 5

TABT2T5p3 + (TABT2 + TABT5 + T2T5 ) p 2 + (TAB + T2 + T5 + K1K2KABK5 ) p  + 1

И зображ ение вы ходного сигнала: Y  (p ) = G (p ) • W3AM (p )+ F  (p ) • Wy  (p ). 

У равнение системы  в изображ ениях:

Y (p ) • (a3p3 + a2p 2 + ̂ p  + a0 ) = G (p ) • \ p  + F  (p ) • (C2P2 + C1P + C0 ) ,

где a3 = TABT2T5 , a2 = TABT2 + TABT5 + T2T5 , a1 = TAB + T2 + T5 + K1K2K ABK5 , ao = 1 =

b1 = K1K2K ABK5 , C2 = K5TABT2 , = K5 (TAB + T2 J , C0 = K5
У равнение динам ики системы: 

d 3  ( t) d 2y  (t ) dy (t )

dt3
- + a„

dt2
- + a ,

dt
+ aoV (t ) = i , M +( , M +Cof (().

dt dt2 dt

Задача 2.2
И спользуя п рави ла преобразования структурны х схем , записать 

эквивалентную  передаточную  ф ункцию  системы , представленной  н а  рисунках 
2 .22 -2 .31  (по вариантам).

Wj<p)

Рисунок 2.22 -  Структурная схема системы (варианты 1, 11, 21)
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Рисунок 2.23 -  С труктурная схем а системы  (варианты  2, 12, 22)

1— Щ Р )

Ч 2 Ь г т  Н  щ р) Н 2 н 2 Н  w'(p> I

- -— I L - 4 w l -------- 1

y(t)

т р )

Р исунок 2.24 -  С труктурная схем а системы  (варианты  3, 13, 23)

I Щ Р )

щ р )

Г Щ р )

Щ Р )  ^

Г
и ш Щ Р )  -

и ш

Р исунок 2.25 -  С труктурная схем а системы  (варианты  4, 14, 24)

Р исунок 2.26 -  С труктурная схем а системы  (варианты  5, 15, 25)

Рисунок 2.27 -  Структурная схема системы (варианты 6, 16, 26)
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Рисунок 2.28 -  С труктурная схем а системы  (варианты  7, 17, 27)

Рисунок 2.29 -  С труктурная схем а системы  (варианты  8 , 18, 28)

Р исунок 2 .30 -  С труктурная схем а системы  (варианты  9, 19, 29)

Рисунок 2.31 -  С труктурная схем а системы  (варианты  10, 10, 30)

П рим ер реш ения. Н еобходим о найти  передаточную  ф ункцию  системы , 
представленной  на рисунке 2.32.
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Р исунок 2 .32 -  С труктурная схем а системы

П еренесем  звено W5 (p ) через точку разветвления D  (рис. 2.33 а). Затем  

переставим  сум м аторы  1 и 2 (рис. 2.33 б) и точки разветвления С и D  (рис. 2.33 
в ) .

а

б

в
Рисунок 2.33 -  Эквивалентные преобразования структурной схемы
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Звено W (p ) охвачено отрицательной обратной связью  из звен а W2 (p ):

W ( p ) = ___ ш _____
12 (p )  1+W,( p ) W  (p ) .

Звенья W3 (p ) и W4 (p ) соединены  параллельно:

W34 (p  ) = W, (p ) + W4 (p ).

Звенья W3 (p ) и W4 (p ) охвачены  обратной связью  из последовательно 

соединенны х звеньев W5 (p ) и W7 (p ) (участок AD):

W57 (p  ) = W5 (p  ) W  (p ) ;

W ( p ) = W34 (p ) = W3 (p ) + W4 (p )
1 + W,4 ( p)-W57 ( p ) 1 + (W, ( p ) + W4 (p))-W ? ( p ). W7 ( p ) '

Звенья W1( p ) и W2 (p ) соединены  последовательно со звеньям и н а участке 

AD. В се эти  звенья вм есте охвачены  обратной связью  из звен а W6 (p ):

W (p ) W  (p)+W 4 (p))
w n (p ) = W12 (p )• W3D (p ) = ---------------------- 1 V  } n  ’ ^ ---------------------7 ;

(1+ W ,(p) W  (p )) у + ( » з  (p)+W 4 (p )) -Ws (p )  • W7 (p ))

______________» ; ( p  )• (w, (p ) + W4 (p ))______________

W ( ) Wn (p ) (1 + W (p ) • W  (p )) • (1 + (W3 (p ) + W4 (p )) • W  (p ) • W7 (p ))
2C (p ) 1+Wn (p )  W  (p ) 1+ ___________ w,(  p  )-(wi (p ) + W4 (p  ))• W6 (p )__________

+ (1+w  (p ) • w, (p )) • (1+ (w, (p ) + w, (p )) • w  (p ) • W7 (p ))

= _____________________________ w,(  p  ) •(w, (p  ) + w. (p ))___________________________

(1+w  (p ) w  (p  ))• (1+(w, (p ) + W4 (p )) • ws (p ) • W7 (p ))+ w  (p ) • (w, (p ) + w4 (p )) • wt (p ) .

Звено W5 (p ) соединено последовательно с уж е рассм отренной частью  

схемы:
Wk  (p  ) = W2C (p ) W  (p  )=

= ________________________ W,( p  )-(wi (p ) + W4 (p  ))• W (p )__________________________
(1+ w  (p ) • w, (p  ))• (1+(w, (p ) + W4 (p )) • ws (p ) • W7 (p ))+ w  (p ) • (w, (p ) + w4 (p )) • W4 (p ) .

3 УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕИН^1Х НЕПРЕРЫВНЫХ САУ

У ст ойчивост ь  -  способность системы  возвращ аться в исходное 
состояние равновесия после прилож ения и снятия воздействия, которое вы вело 
ее из этого состояния.
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Д ля определения устойчивости  необходим о получить характеристическое 
уравнение системы . Д ля этого необходим о записать передаточную  функцию  
систем ы  в зам кнутом  состоянии и приравнять ее знам енатель к нулю . Такж е 
характеристическое уравнение мож но получить такж е приравняв к нулю  сум му 
числителя и знам енателя передаточной  ф ункции системы  в разом кнутом  
состоянии.

3.1 А лгебраические критерии устойчивости

Х арактеристическое уравнение линейной С А У  мож но представить в
виде:

n ( p  ) = anp" + a n-1  p ”-1 + ... + a1 p  + a 0 = ° . (3 .1)

К ритерий  устойчивости  Р ауса и Г урвица позволяет по коэф ф ициентам  
характеристического  уравнения без вы числения его корней сделать суж дение 
об устойчивости  системы.

Н еобходим ы м  (но не достаточны м ) условием  устойчивости  системы  
является полож ительность всех коэф ф ициентов характеристического  
уравнения. Это значит, что при  полож ительности  всех коэф ф ициентов систем а 
м ож ет бы ть устойчивой, но не исклю чена возм ож ность неустойчивости  
системы . Е сли  ж е не все коэф ф ициенты  характеристического уравнения 
полож ительны , то систем а наверняка неустойчива и никаких дополнительны х 
исследований устойчивости  не требуется.

К рит ерий уст ойчивост и Г урвица
Гурвиц  разработал  алгебраический критерий устойчивости  в форме 

определителей, составляем ы й из коэф ф ициентов характеристического 
уравнения системы.

К ритерий  устойчивости  Г урвица ф орм улируется следую щ им  образом: 
для того, чт обы  сист ем а авт ом ат ического  управления  бы ла уст ойчива, 
необходим о и дост ат очно, чт обы все коэф ф ициент ы  характ ерист ического  
уравнения  и определит ели Г урвица  до (п-1)-го порядка вклю чит ельно были  
полож ит ельны .

Е сли  a  0 =  0 или  Дп-1 =  0 при А 1 >  0, Д2 >  0, ..., то систем а находится н а 
границе устойчивости , причем  при a  0 =  0 -  апериодическая граница
устойчивости; при А п-1 =  0 -  колебательная граница устойчивости.

Главны й определитель Г урвица строят из коэф ф ициентов 
характеристического уравнения по следую щ ем у правилу: по главной диагонали 
определителя слева направо вы писы ваю т все коэф ф ициенты  
характеристического  уравнения от an-1 до a 0 в порядке убы вания индексов. 
С толбцы  вверх от главной диагонали дополняю т коэф ф ициентам и 
характеристического уравнения с последовательно убы ваю щ им и индексам и, а
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столбцы  вниз -  коэф ф ициентам и с последовательно возрастаю щ им и 
индексами. Н а  место коэф ф ициентов с индексам и больш е n и меньш е нуля 
проставляю т нули.

О тчеркивая в главном  определителе Г урви ц а диагональны е м иноры , 
получим  определители Г урвиц а низш его порядка А {.

а „ - \ Я . , - 3 ' ■ 0 0 0

а » а п - 2 а » - А ■ 0 0 0

0 а _ « -1 а  ,  * ■ 0 0 0
л - 3

0 0 0  ■
• а 2 а о 0

0 0 0  ■
■ а ъ а | 0

0 0 0  • ■ а А а 0

Рисунок 3.1 -  О пределители Г урвица

П о критерию  Г урвица мож но определить критическое значение 
парам етра, при  котором  систем а находится н а границе устойчивости. Д ля этого 
необходим о определитель, содерж ащ ий данны й парам етр, приравнять к  0 и 
реш ить полученное уравнение.

3.2 Ч астотны е критерии устойчивости

Ч астотны е критерии устойчивости  позволяю т судить об устойчивости  
систем  автом атического управления по виду их  частотны х характеристик. Эти 
критерии позволяю т исследовать устойчивость систем  вы сокого порядка и 
им ею т простую  геом етрическую  интерпретацию .

К рит ерий М ихайлова
Рассм отрим  характеристический  полином:

D (Р ) = anPn + an-iPn  + ..+ajP + ao. (3.2)

Зам ена p  н а  jm  приводит к ком плексном у полином у, назы ваем ом у 
ф ункцией М ихайлова или характеристическим  вектором:

D (j® ) = an (j® )n + an_i (j® )n-' +... + a  (j® ) + a0 = re (®) + j  • im (®). (3.3)

где re (®) = a0 -  a2® 2 + a ®  -  a ® .. . ,  im (®) = ®( aj -  a ®  + a ®  -  a7®6...) .

П ри изм енении частоты  конец вектора D(jrn) будет описы вать некоторую  
кривую  в ком плексной  плоскости , которая назы вается годограф ом  М ихайлова 
или годограф ом  характеристического  вектора.
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С огласно критерию  М ихайлова, для того, чт обы С А У  бы ла уст ойчива, 
необходим о и дост ат очно, чт обы годограф  характ ерист ического  вект ора при  
изм енении част от ы  от 0 до ж, начинаясь при т = 0 на  полож ит ельном  
от резке вещ ест венной оси, обходил т олько прот ив часовой ст релки  
последоват ельно n квадрант ов координат ной плоскост и, не м енял порядка  
следования и не проходил через 0. Г  одограф  при т = 0 начинается на 
полож ительном  отрезке вещ ественной оси н а расстоянии а 0 от начала 
координат, а  при  уходит в бесконечность в том  квадранте, каков порядок 
характеристического  уравнения.

Рисунок 3.3 -  Г  одограф ы  М ихайлова для неустойчивы х систем: 
а -  начинается н а  отрицательной действительной оси; б  -  не обходит 

«-квадрантов координатной плоскости; в -  наруш ает порядок следования

а  1т

Р исунок 3.2 -  Г  одограф ы  М ихайлова для устойчивы х систем

1т А 1т

Re

а б
1т

в

квадрантов
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В случае апериодической границы  устойчивости  годограф  М ихайлова 
вы ходит из начала координат, а  в случае колебательной границы  
устойчивости  -  проходит через ноль.

К рит ерий Н айквист а  
Д а н н ы й  крит ерий  позволяет судить об устойчивости  зам кнутой системы  

по виду А Ф Ч  систем ы  в разом кнутом  состоянии. В ид А Ф Ч Х  зависит от того, 
устой чи ва ли  систем а в разом кнутом  состоянии и от астатизм а системы.

Д л я  уст ойчивы х в разом кнут ом  сост оянии сист ем  (ст ат ических), при  
т = 0, А Ф Ч Х  начинает ся на  полож ит ельном  от резке вещ ест венной оси на  
расст оянии  K  от начала координат , с увеличением  частот ы, вект ор  
движ ет ся по часовой ст релке, и при WPA3( jm ) ^ 0 .  Е сли  А Ф Ч Х  при эт ом
не охват ы вает  т очку с координат ам и (-1 , 0j ) ,  т о сист ем а и в зам кнут ом  
сост оянии будет  уст ойчива.

Р исунок 3.4 -  А Ф Ч Х  устойчивой  в разом кнутом  состоянии системы  
(А -  устойчи ва в зам кнутом  состоянии, В  -  неустойчива)

Н ейт ральная (аст ат ическая) в разом кнут ом  сост оянии сист ем а будет  
уст ойчива  в зам кнут ом  сост оянии, если ее А Ф Ч Х  в разом кнут ом  сост оянии, 
при дополнении ее дугой бесконечного р а д и уса  до полож ит ельного от резка  
вещ ест венной оси, не будет  охват ы ват ь т очку с координат ам и (-1 , Oj).

Р исунок 3.5 -  А Ф Ч Х  нейтральной  в разом кнутом  состоянии системы  
(А  -  устойчива в зам кнутом  состоянии, В  -  неустойчива)
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Н еуст ойчивая сист ем а в разом кнут ом  сост оянии имеет m корней в 
правой полуплоскост и. Такая сист ем а будет  уст ойчива  в зам кнут ом  
сост оянии, если её А Ф Ч Х  в диапазоне част от  0< т < ю  охват ы вает  m /2 р а з  
т очку с координат ам и (-1;0j), или если разност ь числа переходов А Ф Ч Х  сверху  
вниз и снизу вверх от резка от рицат ельной оси от -ю  до -1 р а вн о  m /2 .

А нализ уст ойчивост и по логариф м ическим  ам плит удно-част от ны м
характ ерист икам  (ЛАЧХ)

Н аиболее удобны м  и наглядны м  способом  оценки устойчивости  является 
критерий Н айквиста, в котором  использую тся логариф м ические ам плитудно­
частотны е характеристики  (Л А Ч Х ) и ф азо-частотны е характеристики  (Ф ЧХ).

Согласно эт ом у крит ерию , сист ем а будет  уст ойчивой  в зам кнут ом  
сост оянии, если Л А Ч Х  сист ем ы  пересекает  ось част от  раньш е, чем Ф Ч Х  
пересекает  линию  <̂ = -180° или, по-другому, ф азовы й сдвиг сист ем ы  на  
част от е среза (частот е, на  кот орой Л А Ч Х  пересекает  ось част от ) будет  
больш е  -180°.

Задача 3.1
О пределить устойчивость системы , используя алгебраические и 

частотны е критерии устойчивости. О пределить критический коэф ф ициент 
усиления.
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С труктурны е схем ы  систем  изображ ены  н а  рисунках 3 .7 -3 .11 . П арам етры  
систем  для различны х вариантов представлены  в таблице 3.1.

Р исунок 3.7 -  С хем а №  1

Р исунок 3.8 -  С хем а №  2

Р исунок 3.9 -  С хем а №  3

Р исунок 3.10 -  С хем а №  4

Рисунок 3.11 -  Схема № 5
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Т аблиц а 3.1 -  В арианты  заданий
№

варианта
№

схемы
Параметры

к , K  2 K  3 K  4 T1 Т2 T13 T14
1 1 40 4 0,5 1 0,1 2,5 5
2 2 12 4 0,5 0,01 1
3 2 25 5 0,25 0,01 2
4 3 50 2,5 0,5 0,01 0,05 0,5 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 3 32 3 1 0,1 0,05 0,25 2,5
6 4 20 2,5 1 0,01 0,05 1
7 4 15 4 0,5 0,05 0,1 2
8 5 36 2,5 1 0,01 0,1 1
9 5 24 5 0,4 0,5 0,1 2,5
10 1 15 2 0,8 1,2 0,02 1 4
11 1 25 1,5 1 5 0,05 1,5 8
12 1 10 3 1 2,5 1 0,5 2,5
13 1 12 1,5 2,5 3 0,5 4,5 0,1
14 1 8 1,5 4,5 2 1 0,5 1
15 1 14 2 3 1,5 1,5 5 2,5
16 2 10 2,5 0,5 0,01 0,5
17 2 12,5 4 1 1 2,5
18 2 15 1,5 0,8 0,5 2,5
19 2 8 4,5 1 0,8 0,05
20 2 40 0,8 1,5 0,1 0,01
21 2 25 0,8 1 1 0,01
22 3 14 3 1,5 0,1 0,05 0,02 1
23 3 18 1,5 0,8 1 0,5 0,1 0,05
24 3 20 1,5 0,75 5 1 0,5 0,01
25 3 16 3,5 1 2,5 0,5 0,25 0,05
26 4 25 4 0,8 0,5 0,1 0,01
27 4 12 3 0,5 1 0,5 0,05
28 5 15 1,5 2 2,5 0,5 0,1
29 5 14 2 1 5 0,1 0,5
30 1 24 2,5 0,2 1,1 0,01 0,5 2

П рим ер реш ения. Н еобходим о определить устойчивость и критический 
коэф ф ициент усиления системы , заданной  следую щ ей структурной схемой 
(рис. 3.12).
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x(t)
►

K i К 2 К 3 ( Т 3 р + 1 )

Т , р + 1 р ( Т 2 р + 1 ) р ( Т 4 р + 1 )

y(t)

К .

Р исунок 3.12 -  С труктурная схем а С А У  

П арам етры  звеньев: у  = 10 , K2 = 5, K3 = 3, K4 = 2, т; = 0,1c, T2 = 0,05c.

T3 = 2 c , T4 = 40c.

Р асчет  уст ойчивост и по крит ерию  Г урвица  
Запиш ем передаточную  ф ункцию  систем ы  в разом кнутом  состоянии:

W ( p) K K 2K K4 (T Р + 1)
раДp> ~ p (Tp + i ) ( 7 p + 1)(T4p + 1)'

Э квивалентная передаточная ф ункция системы  (в зам кнутом  состоянии):

K  K  2 K  (T  p  +1)

W ( p)= (p ) = w ;(p)• w2(p )■ W3(p ) p (7 p + 1)(7;p +i)(T4p + 1) _

(p ) 1+ W p^p) 1+Wp„ (p) 1+
K; K 2 K3 K4 (T3 p  + 1)

p  ( T1 p  + ; ) (T2p  + ;) (T4p  + ; )
K;K 2 K3 (T3 p  + 1)

p  (T,p  + ; ) (T2p  + ; ) (T4p + ;) + K1K2K3K4 (T3p + ; )

Запиш ем  характеристическое уравнение системы , приравняв знам енатель 
W,.m  (p ) к 0 .

p  (T1 p  + ; ) ( T2 p  + ;) ( T4 p  + ; ) + K1K2K3K 4 (73 p  + ;) = 0 .

Р аскроем  скобки и приведем  подобны е слагаемые:

7 7 7 ^ -  + (T T ,+ t;t4 + 7 7 ) p  +(71 + 7 + т ) p 2 + 1) p + k k k K  = 0 .

О бозначим  a4 = 77274 = 0 ,2 ; a3 = 7 7 , + 717, + 7274 = 6,005; a2 = 7, + 72 + 74 = 40,15;

a, = K; K 2 K3 K4T3 +1 = 601; a0 = K; K2 K3 K4 = 300.
Т огда характеристическое уравнение прим ет вид:

а4 р  4 + а3 р 3 + а2 р 2 + а; р  + а 0 = 0 .

Т ак как все коэф ф ициенты  характеристического уравнения 
полож ительны , то необходим ое условие устойчивости  по критерию  Г урвица 
вы полняется.

С оставим  м атрицу Гурвица:
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а3 а1 0 0

а 4 а2 а0 0
0 а3 а1 0
0 а4 а2 а0

Д ля того чтобы  систем а бы ла устойчива, все определители м атрицы  
Г урвица до (п-1)-го порядка вклю чительно долж ны  бы ть полож ительны . Так 
как порядок систем ы  n=4, запиш ем:

Д1 = а3 — 6,005 > 0; А2 =
а3 а1

а4 а2
— а3а2 -  а4а1 « 120,9 > 0 :

Аз =

а3 а1 0
а4 а2 а0

0 а3 а1

— а3а2а1 - а3а0 - а1 а4 « 61843 > 0.

Вы вод: так  как все коэф ф ициенты  характеристического  уравнения 
полож ительны  и все определители м атрицы  Г урвица до (п-1)-го порядка 
вклю чительно полож ительны , то систем а устойчива.

К ритический  коэф ф ициент усиления К кр найдем  из условия Аг > 0 . П ри 

этом  в вы раж ения для коэф ф ициентов а, не будем  подставлять К сис.

А 2 =
а3 а1

а4 а2
— а3а2 — а4 а1 6,005 • 40,15 -  0,2 • (2K +1) — 240,9 -  0,4К  > 0;5 5 5 У сис /  5 5 сис  ?

А3 —

а3 а1 0
а4 а2 а0
0 а3 а1

— а3а2а1 -  а32а0 -  а,2а4 —

— 6,005 • 40,15 • ( 2Kи  + 1) -  6,0052 • К„, -  (2К„, + 1)2 • 0,2 — 240,9 + 445,34К„„ -  0,8K2  > 0. 

Реш ив совместно полученную  систем у неравенств, получим:

-0,54<К с и с <557,21.

Таким  образом , критическое значение коэф ф ициента усиления системы  
К к р =557,21.

Р асчет  уст ойчивост и по крит ерию  М ихайлова  
Запиш ем  уравнение характеристического вектора, зам еняя 

характеристическом  у р авн ен и и p  н а  jm \

D(jm) — а4( j o f  + а3(j®)3 + а2(j®)2 + а1 ( ja )  + а0 — а4®4 - уа3®3 - а 2®2 + уа1® + а0.

В ы делим  вещ ественную  и м ним ую  части:

Re[D (j® )] — а4®4 - а2®2 + а0;

Im [D (j® )] — - а 3®3 + а1® — ®(а1 - а3®2) .

П одставим  числовы е значения:

в
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Re [D (j ®)] = 0,2® 4 -  40,15®2 + 300 ; Im [D  (j ®)] = ® (601 -  6,005®2).

Рассчитаем  значения частот, при  которы х годограф  характеристического 
вектора пересекает оси координат:

Re[D (j® )] = 0,2®4 -40,15®2 + 300 = 0;

40,15 + ,J(40,15)2 -4 •  0,2• 300
®2 = ■

®2 =

2 • 0,2
= 192,977 = 13,892c~

40,15- ^ j (40,15)2 -4 •  0,2• 300
2 • 0,2

Im [ D ( j® )] = ®(601 -  6,005®2 ) = 0

= 7,773 ^ ® 2 = 2,788c-  .

®3 = 0c ; ®4 =
601

6,005
= 10,004c .

Задавая частоту в интервале 0<®<да, рассчиты ваем  значения 
вещ ественной и м ним ой части характеристического  вектора (табл. 3.2).

П римечание: заполняя таблицу обязательно рассчитать значения 
вещ ественной и м ним ой части  н а частотах, где годограф  пересекает оси 
координат, а  такж е в нескольких точках м еж ду этим и значениями.

Т аблиц а 3.2 -  Д анны е для построения годограф а характеристического  
вектора
® 0 1 2 2,788 5 7.5 10,004 12,5 13,892 14,5
Re[D(j®)] 300 260 143 0 -579 -1326 -1715 -1091 0 699 ю

Im[D(j® )] 0 595 1154 1545 2254 1974 0 -4216 -7749 -9592 -да

00-со

Р исунок 3.13 -  Г  одограф  характеристического  вектора

Вы вод: так  как годограф  характеристического  вектора при изм енении 
частоты  от 0 до да, начинаясь при т =  0 н а  вещ ественной полож ительной
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полуоси, обходит против часовой стрелки последовательно 4 квадранта 
координатной плоскости , то систем а устойчива.

Р асчет  уст ойчивост и по крит ерию  Н айквист а  
П олучим  вы раж ение для ком плексного коэф ф ициента передачи системы  

в разом кнутом  состоянии:

W ( j®) = ______K1K2K3K4 (T3j ® +1)____  =
1J } ~ j® (Tj® + 1){T2j®+ 1)(T4j® +1)~

= K1K 2 K3 K4 (T3j ® + 1) (- j ) (-T1j ® + 1) ( -T2j ® + 1) ( -T4j ® + 1) =
® (TJ® +1)(TJ® +1)(T4j® +1)(-TJ® + 1)(-T2j® +1)(-TJ®  +1)

= - j k k k k  [ - T T T J ®  -  j ®  (T T T  + TTT4 + T T T  -  TTT4 )] +

®{т2®2 + ;)(т22®2 + ;) ( t42®2 + 1) +

+ - j K K K K  [-® 1 (-T T  -  t t  -  t t  + T T  + T T  + t t  ) + j a (T, -  т  -  t ,  -  t 4 ) + 1] =

+ ® (т ® '+  1)(т22®  + 1)(т42®  + 1)

= K K  K  K  [ д т д т 4®4 -  ®3 (ттт + ттт + Щ ,  -  T T T )] +

® {Т ^2  + 1)(Т22®  + 1)(T> 2 + 1) +

+ k ,K K K [ j< ,f(-T T  - T T  - T T  + T T  + тт + Т Т )+ д (т , - T - T  - T ) - j ]

+ ® (т ®  + 1)(т22®2 + 1)(т42®  + 1)

= K K  K  K  [ - ®3 (TTT3+ т т т + т2т2т4 -  t j t  )+ а у  -  T -  т -  т )] +

® (Т 2®2+ ;)(т ,2®2 + ;)(т42®2 + ;) +

+ . K K  K K  [тттт® 4 + ® 2 ( - т т  -  Т2Т2 -  Т2Т4 + тт + ТТ, + т,т4) - ; ]

+j  ®®т2®2 +;)(т22®2 + ;)(т42®2 + ;) .

В ы делим  вещ ественную  и м ним ы е части:

K K K K  [-® 3 (ТТ Т  + Т Т Т  + ттт -  Т;Тгт )+ а (т, -  Т; -  т -  т ) ]
Re (®) = 

Im (®) =

о ( Т 2®2 + 1)(т2®2 + 1)(т2®2 +1)

K; K  K  K \Т;Тгтт®‘ + ®г (-ТТ, -  тт -  тт + Т Т  + ТТ, + т т ) - ; ]

® (т2® 2 + 1)(т22®2 + 1)(т42®2 + 1)

П одставим  числовы е значения:

300 (l1,81®2 + 38,15)
Re (®) = -  

Im (®) =

(0,01®2 + 1)(0,0025®2 + l)(l600®2 + 1) ’ 

300(0,4®4 - 74,295®2 - 1)

®(0,01®2 + 1)(0,0025®2 + l)(l600®2 + 1) ‘

Рассчитаем  значения частот, при которы х А Ф Ч Х  систем ы  в разом кнутом  
состоянии пересекает оси координат:
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300 ( 1 1 ,8 0  + 38,15)
Re (®) = - т   ---------------    stt-1 ----- 2 v = 0;

v '  ( 0 , 0 0  + 1)(0,002502 + 1Д160002 +1)

11,81©2 + 38,15 = 0.

У равнение не им еет корней.

3 0 0 (0 ,4 2  - 74,29502 -1)
Im ( p )= —t---------^ --------- 2— w— — 2— \ = 0 ;©( 0 , 0 0  + 1)( 0,002502 + 1)(160002 +1)

0,40 4 -  74,29502 -1  = 0;

2 74,295 + л/(74,295)2 + 4 • 0,4 1
0 2 = — ------- ^ ---------— = 185,75 ^  0 , = 13,63с4 ;

1 2 • 0,4 1

2 74,295 -  л/(74,295)2 + 4 • 0,4
0 п =  < 0 .

2 2 • 0,4

Задавая частоту  в интервале 0<ш<да, рассчиты ваем  значения 
вещ ественной и м ним ой части  А Ф Ч Х  систем ы  в разом кнутом  состоянии (табл. 
3.3).

П рим ечание: заполняя таблицу, обязательно рассчитать значения
вещ ественной и м ним ой части н а частотах, где А Ф Ч Х  пересекает оси 
координат, а  такж е в нескольких точках м еж ду этим и значениями.

Т аблиц а 3.3 -  Д анны е для построения А Ф Ч Х  системы  в разом кнутом  
состоянии
0 0 4 5 7,5 10 13,63 20 30 ю
R e 0 ) -11445 -2,206 -1,883 -1,314 -0,914 -0,538 -0,223 -0,068 0
Im 0 ) -ю -2,640 -1,816 -0,727 -0,257 0 0,080 0,055 0

W = 1 3 , 6 2

/ / 7 7 ,

Ш -  2 0 ( j O = 2

г - " ----------
° R e

1 ! ! 1 

2  - 1

I ' ' '

5  - 1 / > о

, > ш = 1 0

5  ' ' 0

. . . П С . .

0 0 =  с о

- и , э

-1
-  1

p ( j } ~  5

-  I , э  

о
- Z

_____________ о с

/ ш = ‘  

/ ш = 0

%

- Z , D

Рисунок 3.14 -  АФЧХ системы в разомкнутом состоянии
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Вы вод: систем а астатическая. Ее А Ф Ч Х  в разом кнутом  состоянии, при 
дополнении ее дугой  бесконечного радиуса до полож ительного отрезка 
вещ ественной оси, не охваты вает точку  с координатам и ( - 1;0 j ) . 

С ледовательно, систем а устойчива.

Р асчет  уст ойчивост и по Л А Ч Х  и Ф Ч Х  
Д ля построения Л А Ч Х  систем ы  рассчитаем  2 0 1 ^ сис и частоты  

сопряж ения звеньев:

20 lg КСИС = 20 lg (К1К 2 К3 К4) = 20 lg (10 • 5 • 3 • 2) = 49,5дБ;

®1 = —  = —  = 10 ^  lg®1 = lg l0 = 1;
1 Т1 0,1 & 1 &

®2 = —  = = 20 ^  lg®2 = lg 20 = 1,3 ;
2 Т2 0,05 2

®3 = Т - = 2  = 0,5 ^ lg03 = lg 0,5 = -0 ,3 ;
Т 3 2

®4 = —  = —  = 0,025 ^ lg®4 = lg0,025 = -1 ,6 .
4 Т  40 4

Запиш ем  уравнение для ФЧХ:

(р(®') = -9 0 ° -  arctg (®T^)- arctg(®T2) + arctg (®T3) -  arctg(®T4) .

П одставим  числовы е значения:

ср(®~) = - 9 0 ° - arctg(0,1®)-a rc tg (0,05®) + arctg(2 ® )-arctg(40®) .

Т аблиц а 3.4 -  Д анны е для построения Ф ЧХ
0 0 0,01 0,02 0,025 0,05 0,1 0,2 0,5

lg(®) -ю -2 -1,7 -1,6 -1,3 -1 -0,7 -0,3

(р(®) -90 -110,74 -126,54 -132,35 -148,15 -155,51 -152,79 -136,43
0 1 2 5 10 20 50 100 ю
lg(®) 0 0,3 0,7 1 1,3 1,7 2 ю
(р(®) -123,71 -120,34 -136,03 -164,28 -199,79 -237,43 -253,25 -270
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Вы вод: так  как Л А Ч Х  пересекает ось частот раньш е, чем  Ф ЧХ  линию  
-180°, то систем а устойчива.

4 МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ САУ

4.1 Критерий абсолютной устойчивости нелинейных систем 
В.М. Попова

Д анны й критерий, предлож енны й в 1960 г. рум ы нским  учены м
В.М . П оповы м , позволяет исследовать абсолю тную  устойчивость нелинейной 
систем ы  с одной однозначной статической нелинейностью . П од абсолю тной 
устойчивостью  поним ается устойчивость в целом  при лю бой форме 
нелинейности , принадлеж ащ ей Г урвицеву углу (рис. 4 .1), то есть 
удовлетворяю щ ей условию :

F  ( x )
0 < —-—— < к . (4.1)

x
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К ритерий  абсолю тной устойчивости  П опова им еет удобную  
геом етрическую  трактовку: нелинейная С А У  будет  абсолю т но уст ойчива, если  
при уст ойчивой  линейной  част и сист емы  через т очку (-1/к, 0j) м ож но  
провест и хот я бы одну прям ую  линию  так, чт обы вся видоизм ененная  
част от ная характ ерист ика линейной  част и (jo )  находилась справа от

нее.

Рисунок 4.2 -  В идоизм ененная частотная характеристика линейной части 
системы: а  -  абсолю тно устойчивая система; б  -  неустойчивая систем а

В идоизм ененная характеристика линейной  части систем ы  строится по 
выраж ению :

Wrn ( j o ) = R e[w 'лч ( j o ) \ + j o  Im [w 'лч ( j o ) \ . (4 .2)
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4.2 Г арм оническая линеаризация нелинейны х элем ентов

М етод гарм онической  линеаризации  нелинейны х элем ентов используется 
для исследования нелинейны х систем  с линейной  частью  вы ш е третьего 
порядка. В больш инстве систем  переходной процесс представляет собой 
затухаю щ ие колебания, поэтом у н а  входе нелинейного элем ента по главной 
обратной связи (ГО С ) передаётся периодический сигнал с м едленно 
м еняю щ ейся ам плитудой и при наличии входного сигнала вм есте с постоянной 
составляю щ ей:

s(t)=  x0 + A sin (at). (4.3)

Будем  считать, что н а  входе нелинейного элем ента за  некоторы й м алы й 
начальны й пром еж уток врем ени ам плитуда и частота неизм енны  или они 
соответствую т ам плитуде и частоте автоколебаний системы . Н а  вы ходе Н Э  
получим  периодическую  функцию , которую  м ож но разлож ить в ряд Фурье. 
П ри исследовании нелинейны х систем  чащ е всего использую т только первую  
гарм оническую  составляю щ ую , так  как  в больш инстве случаев линейная часть 
систем ы  является ф ильтром  низких частот.

И зображ ение вы ходного сигнала н а  вы ходе гарм онически
линеаризованного Н Э  м ож но представить в виде:

Х ШНЭ (р)= КХхНЭ ( р ) + { ч ( А ) + О  (р ) . (4 .4)

В этом  случае при отсутствии постоянной составляю щ ей н а входе мы 
м ож ем  вы вести  следую щ ую  передаточную  ф ункцию  для НЭ:

J (A,p ) = = q(a )  + M A Ip  , (4 .5 )
Х ехИЭ О

где q  -  коэф ф ициент гарм онической линеаризации  по синусоидальной
составляю щ ей, он зависит от ам плитуды  сигнала н а входе Н Э; b -  коэф ф ициент 
гарм онической линеаризации  по косинусоидальной составляю щ ей; т  -  частота 
автоколебаний.

К ом плексны й коэф ф ициент передачи:

J  (A,a)=  X  выхНЭ = q(A) + j a  = q(A) + jb(A ) . (4.6)
Хвхнэ О
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Т аблиц а 4.1 -  К оэф ф ициенты  гарм онической линеаризации  для
различны х нелинейностей___________________

Вид нелинейности Статическая характеристика Коэффициенты гармонической 
________ линеаризации________

Идеальное
двухпозиционное
реле

В

t Хвых

-В

& х
q( х П ;
b(A) = 0 .

Идеальное
трехпозиционное
реле

4B L a 2
q(А )=П А )1 1 ■ A2  при A - a ;

b(A) = 0 .

Двухпозиционное 
реле с гистерезисом

, Хеых

iЕ D

п  ' f
Хех

С  1Г

4B
q(A)= n A i 1 ■ A2  при A — a;

b( A )= -
4Ba
ПА2

-a

Трехпозиционное 
реле с гистерезисом

Усилитель с 
ограничением

q( х П В
/1- Z + , A

J

b(A )= -

при A — a2; 
2B(a2 -  a1)

A

q(А )= П
na

„2Л. I  a i a I a
arcsinl — | + —, 1---- ^

v I A J A V A 2 J

при A — a ; 
b(A) = 0 .
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4.3 О пределение ам плитуды  и частоты  реж им а автоколебаний

О пределение ам плитуды  и частоты  автоколебаний основано на 
исследовании частотны х характеристик нелинейны х систем.

Д ля исследования систем ы  необходим о записать уравнение
характеристического вектора:

1 + J (A,o)- WJ4 ( jo )  = 0 , (4.7)

где WJ4 ( jo )  -  ком плексны й коэф ф ициент передачи линейной  части  системы ,
которы й мож но представить в виде:

W-Ч ( jo )  = j . (4 .8)
A(Jo)

П одставив (4.8) в (4.7), получим:

A (jo ) + j(A ,o ) -B ( jo )  = 0 . (4.9)

В ы делим  вещ ественную  и м ним ую  части:

X(A,o) + jY  (A ,o ) = 0 ; (4.10)
j  X  (A ,o) = 0 
[Y(A,o) = 0 . (4.11)

Если реш ить эту систем у с двум я неизвестны м и (А, ш), то в случае если 
будет найдено полож ительное вещ ественное реш ение, будет определена 
ам плитуда и  частота возм ож ны х автоколебаний.

Д ля того чтобы  вы яснить, будет ли  реж им  автоколебаний устойчивы м , 
необходим о взять частны е производны е для этой  системы  уравнений и 
вы числить значение вы раж ения:

p X (A ,0 )V pY(A,@)V ( d X (A p )V ( dY(A,o)J* (4 1 2 )
t  dA J \  do J t  do J \  dA J . ( . )

Звёздочка означает, что после в вы раж ения частны х производны х надо 
подставить значения ам плитуды  и  частоты , полученны е из реш ения системы  
уравнений.

Если  вы раж ение (4.12) полож ительно, то колебания устойчивы е, то есть 
им еется реж им  автоколебаний.

4.4 М етод И.С. Г ольф арба

Д анны й м етод основан на граф ическом  реш ении уравнения (4.7), которое 
м ож но записать в виде:
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j(A ,o )  Wj4  ̂ . (4 . 13)

Д ля определения реж им а колебаний необходим о построить А Ф Ч Х

линейной  части и отрицательную  инверсную  характеристику Н Э  — — г.
J  (A ,o )

Точки пересечения этих  граф иков определяю т парам етры  колебаний 
(ам плитуду и  частоту).

У стойчив или нет реж им  этих  колебаний определяется следую щ им  
образом: если, двигаясь по инверсной от рицат ельной характ ерист ике Н Э  в 
ст орону увеличения ам плит уды , м ы  вы ходим  из област и, охваченной А Ф Ч Х  
линейной  части, т о р еж им  колебаний -  уст ойчивы й (имеет ся реж им  
авт околебаний).

Н а рисунке 4.3 в точке С -  реж им  устойчивы х автоколебаний, в точке B -
нет.

Р исунок 4.3 -  Г раф ическое реш ение характеристического уравнения

Если  нет пересечения А Ф Ч Х  линейной части  и  отрицательной инверсной 
характеристики  Н Э , то реж им а автоколебаний нет.

Д ля однозначной сим м етричной нелинейной характеристики  инверсная 
частотная характеристика Н Э  совпадает с отрицательны м  отрезком  
вещ ественной оси.

Если  нелинейная характеристика содерж ит зону неоднозначности  
(гистерезиса), то для, наприм ер, двухпозиционной релейной характеристики 
инверсная частотная характеристика проходит параллельно отрицательного 
отрезка вещ ественной оси и отстаёт от него н а некоторую  величину.

Задача 4.1
П рим ер реш ения. О пределить, является ли  абсолю тно устойчивой 

нелинейная система, структурная схем а которой представлена н а  рисунке 4.4.
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Р исунок 4.4 -  С труктурная схем а нелинейной С А У  

П ередаточная ф ункция линейной  части системы:

к  ( т  p + 1)
Wj4 (p ) =

Р (T  P + 1) ( 73, P + О

С татическая характеристика нелинейного элем ента (Н Э ) и  парам етры  
элем ентов систем ы  представлены  в таблице 4.2.

 Т аблиц а 4.2 -  П арам етры  элем ентов системы
№

варианта Статическая характеристика НЭ B a a K T

1 0,25
2,5 0,5 2,5

0,1
0,5 0,1 0,5
0,5 0,01 0,5
0,4 0,02 0,1

0,5 0,2 0,1 0,5
0,8 1,5 0,4

1,5

2,5

0,5

10
11
12
13
14
15
16

0,2
0,75 0,3

0,5
0,5 2,5 0,01 0,2
0,6 0,05 0,2

1,5 0,03 0,5
2,5 0,75 2,5
1,5 0,1 0,8

0,8

17
18
19
20
21
22
23

0,4 0,8 0,3
0,4 1,5

1,5 0,3 0,75 0,01 0,1
0,5 0,2
0,2 0,4 0,1 0,8
0,5 0,5 1,5
0,8 1,6 2,5 0,1 0,5

1,5
10
0,8

1,5

24
25
26
27
28
29
30

0,35 0,7 1,5 0,05 0,25
0,6 1,2 0,05

1,5 0,5 0,02 0,5
1,5 0,1 0,6

0,5 0,8 0,03
0,5 0,25 0,75
0,8 1,5 0,04

0,8

2,5

1 1 2 1
2 2 1 5
3 2 1 6 1
4 1 3 5
5 1 1 1
6 1 4
7 5 1
8 1 1 2
9 1 1 4 2 8

1 1 1 5
2 1 2 2 5
1 1
1 3
4 1 2
2 1 5
1 1 2
1 2 1
1 1 3 5

4
2 1 2 1 2
1 5
1 1 1 4
2 1
1
1 2 1 5

1 5 1
2 1 1 2
1 6 1 3
1 1 2 1
2 4 1
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П рим ер реш ения. О пределить, является ли  абсолю тно устойчивой 
нелинейная система, структурная схем а которой представлена на рисунке 4.4. 

П ередаточная ф ункция линейной  части системы:

к
w„  (Р) =

Р (Т,Р + >)(т2 Р + >)(т, Р + О

С татическая характеристика нелинейного элем ента (Н Э ) представлена на 
рисунке 4.5.

k m
в

-а2 -а-] I Z
9i а г

-В

Р исунок 4.5 -  С татическая характеристика Н Э

П арам етры  элем ентов системы: к  = 2 , т  = 0,1с , т2 = 0,25с, т3 = 0 ,5с,

B  = 1, a  = 0,5, a2 = 1.
Н елинейность долж на удовлетворять условию  (4.1). М иним альное 

значение к:
B  1 1к  = — = -  = 1.
a2 1

1  F(e)
В

-92"9i

- Г

91 Эг

-В

Р исунок 4.6 -  Г урвицев угол

О пределим  вы раж ение для ком плексного коэф ф ициента передачи 
линейной  части системы:

к

Wj4 (j ) j o  {TJo +1) (T  j o  +1) (T2 j o  +1)

=  _____________ K  (~j  )(~ TJ o + 1)(~T2j o + 1)(~ T3j o + 1)____________  =
j o  (TJo + 1)(T2j o +  1)(T3j o +  1 ) ( - j ) ( - T J o +  1)(-T2j o +  1)(-T3j o  + 1)

= K  (TT2T3o  + j  (T1T2 + T1T3 + T2T3 ) ° 2 - (T 1 + T2 + T3 ) o -  j ) =
= co(T2o 2 + 1)(T> 2 + 1)(T32o 2 +1) =

к  ( T T T o 2 -  T -  T  -  T3) к  ((TT + T1T3+ T2T3) o :2 - 1)
-  + j -

T o  + 1) ( t> 2 + 1)(T32o 2 + 1) o (T (o 2 + 1)(T22o 2 + 1)(T32o 2 + 1) '
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Т огда  видоизм ененная частотная характеристика:

К ч (j 2 ) = Re[W.rn 0'®)] + j ® !™ [ WJ4, ( j®)]
к  ( t t t ®  -  T -  r  -  t3) к  ( ( t t  + t t + t t 3 ® - 1)

(г;2®2 + 1)(T2
2̂ ,2 i ® + i) ( t32®2 + 1) + j  ( t ;2®2 + i ) ( t22®2 + i ) ( t32®2 + 1)

= Re* (®) + yIm* (®).

П одставим  числовы е значения:

ч к  ( W 3®2 -  T -  T2 -  T3) 2 (0,0125®2-  0,85)

Re 2 )  = (Т 2® 2 + 1)(T22®2 + 1)(T32®2 +1) = (0,01®2 + 1)(0,0625®2 + 1)(0,25®2 +1) ’

lm* (®)= K ((ТГ + T T  + T2T32  -1 ) = 2 (0 , 2  -1 )
(2 ) = (Т 2® 2 + 1)(r22®2 + 1)(r32®2 +1) = (0,01®2 + 1)(0,0625®2 + 1)(0,25®2 +1) .

Рассчитаем  значения частот, при которы х видоизм ененная частотная 
характеристика системы  пересекает оси координат:

ч 2 (0,0125®2 -0 ,85)
Re (®) = Т-------- 2---- Ь --------- 2 \ Г --------2---\ = 0 ;(0,01®2 + 1)(0,0625®2 + 1)( 0,25®2 +1)

0,0125®2 -  0,85 = 0; ®2 = 68 — ®j = 8,246c-1.

*, ч 2 (0, 2®2 - 1)
Im (®) = 7------- 2-- Т Т -------- ^ --------- 2 \ = 0;( 0,01®2 + 1)( 0,0625®2 + 1)( 0,25®2 +1)

0,2®2 -1  = 0; ®22 = 5 —— ®j = 2,236c-1.

Задавая частоту  в интервале 0<ю<да, рассчиты ваем  значения 
вещ ественной и м ним ой части видоизм ененной частотной характеристики 
линейной  части систем ы  (табл. 4.3).

Т аблиц а 4.3 -  Д анны е для построения видоизм ененной частотной 
характеристики  линейной  части системы

® 0 0,8 1,5 2,236 3 4 6 8,246 11 ю
Re* (®) -1,7 -1,387 -0,902 -0,508 -0,266 -0,112 -0,018 0 0,002 0

Im* (®) -2 -1,436 -0,604 0 0,289 0,379 0,281 0,159 0,078 0
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Р исунок 4.7 -  В идоизм ененная частотная характеристика линейной части
системы

Ч ерез точку А , характеризую щ ую  Г урвицев угол, м ож но провести 
прям ую  так, чтобы  видоизм ененная частотная характеристика вся леж ала 
справа от нее. С ледовательно, исследуем ая нелинейная систем а абсолю тно 
устойчива.

Задача 4.2
О пределить наличие и парам етры  автоколебаний в нелинейной  системе 

м етодом  гарм онической линеаризации. С труктурная схем а системы  
представлена н а  рисунке 4.8. В ид и парам етры  нелинейны х элем ентов и 
линейной  части систем ы  для различны х вариантов приведены  в таблице 4.4.

Р исунок 4.8 -  С труктурная схем а С А У

Т аблица 4.4 -  В арианты  заданий
№

варианта
Статическая характеристика 

НЭ B a К T1 T2 Тз

1 2

6

0,5

0,6
0,25
0,4
0,8

1
1,5

25
20
32 2,5
15 0,5
20

12,5
0,1

0,75
16 1
18 0,4

0,5
0,2
0,4
1,5
0,5

1
5
1

2,5
3

2,5
2.5
2.5
7,5
0,

3 4 5 6 7 8
1 2 5
2 1 1
3
4

7
8
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О кончание таблицы  4.4
1 4 5 6 7 8
9
10
11
12
13
14
15
16

1 10 1
1 Хеых

i

X q x

0,5
0,4

25
32

2,5
0,5

0,25 12 0,5
0,4 14 1

-а а
0,6
0,8

16
18

0,75
1,5

0,5 32 2,5

0,5
0,5

1
4,5
0,9
2.5
12.5

1

2,5
10

0,07
0,
1,

5
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30

0,5 40 0,5

Х е ы х

В

I” .
_ z l

а  х е х

-В

2
35
45

0,05
0,08

2 0,5 25 0,5
1

1,5
0,4
0,8

12,5
15

0,2
0,4

2 1 8 0,
1 1,2 24 0,5

В

[ Хеых

-в

Хех

_2_
1

0,6 18
15

0,5
0,5

7,5 0,25
12 0,75

_2_

1

18

20

0,05

0,01

1
0,5
0,5
1

0,8
1,5
5

2,5
0,75
0,1
0,5
2,5
0,5

0,5

5
1

0,01
0,1
1.5
2.5
7,5

0,05
0,05
1,5
2,5
12,5
0,75

1,25

2 3
1

1
1

1
1

2
1

П рим ер реш ения. О пределить наличие и парам етры  автоколебаний в 
нелинейной  системе м етодом  гарм онической линеаризации. С труктурная схем а 
систем ы  представлена н а рисунке 4.9.

(<Y >)  ► г г К(Т4р + 1)
( X )  * и р(Т1Р +1)(Т2р+ 1)(Т3р + 1)

y(t)

Рисунок 4.9 -  С труктурная схем а С А У

П арам етры  линейной  части: К=40, Г 1=0,2с, Т2=1с, Т3=20с, Т4=2с. 
П арам етры  нелинейного элемента: В=2, а=0,8.

Д ля определения наличия и парам етров автоколебаний запиш ем 
уравнение характеристического  вектора:

1 + J  (Л,а)-Жш  (j o )  = 0. (4.14)

П ередаточная ф ункция гарм онически линеаризованного 
двухпозиционного реле с гистерезисом:
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j (a ® ) = « I 1 -  0 1  -  j  X  (4 .15)
A  л 2 пл

К ом плексны й коэф ф ициент передачи линейной  части:

W (p  ) = -------------K (т j  + 1)------------ .
ш  j a(T d a +1)(t2 j® + 1)(T3ja + 1).

С учетом  (4.15) и (4.16) уравнение (4.14) прим ет вид:

1 + ^ 4B 1 a 1  . 4Ba ̂  K (Т4 j a  +1)
п Л \ Л2 j  пЛ2V j a(TJ a + 1)(Т2 jrn + 1)(тъ j® + 1)

= 0 ;

ja (T J a  + 1 )^  j a  + 1)Tb j a  + 1) + ̂ ^^! ( j  Л2 -  a2 -  ja)- K  (T4j a  +1) = 0;
ПЛ

T1T2T3 ' ( j ®)4 + (T1T2 + T1T3 + T2T3 ) ' ( j® f + (T1 + T2 + T3 ) ' (jm f  + j ® +
. 4B r~2-----!  4Ba 4B r~2-----!  . 4Ba

+ j — - K T .m Л -  a + — KT4a + — K y Л -  a -  j — — К = 0
пЛ2 пЛ2 пЛ2 пЛ2

Т 1Т 2 Т 3 ® 4 -  j ( T 1T 2 +  Т 1Т 3 +  Т 2 Т 3 ) ® 3 - ( Т 1 +  Т 2 +  Т 3 ) ® 2 +  j ®  +

В ы делим  вещ ественную  и м ним ую  части  в уравнении  (4.17):

T1T2T3m4 -  (Т + Т2 + Т3) а 2 + ̂ KT4a + В В K ^ A 2 -  a 2 +
пЛ пЛ

+ j l - T T  + TjT3 + Т2Т3 ) а 3 + a + В В  K T ®  Л2 -  a 2 -  ВВа К  | = 0;
V пЛ пЛ )

X (Л, a ) = TjT2T3m4 -  (Т + Т2 + Т3) а 2 + ВВаKT4a + В В K ^ A 2 -  a 2 = 0
пЛ пЛ<

Y (A ,a) = -(Т1Т2 + ТТ3 + Т2т3 ) a 3 + a  + KT4®  Л2 -  a 2 -  ̂  К  = 0.
пЛ пЛ

П одставим  числовы е значения в (4.18):

X (A ,a ) = 4a 4 - 21,2m2 + -5 1 2 m+ Л2 -0 ,64 = 0
V '  пЛ2 пЛ

640 г -2— ■—  256
Y(A ,a) = -2 4 ,3 a3 + a +  — - a J Л2 - 0,64------  = 0 .

V '  пЛ2 л пЛ2

(4.16)

+ j KT4̂ B A r -a B  + Х ^ а KT4a+  B B K ^ A 2 -  a 2 -  j К  = 0 . (4.17)
пЛ2 пЛ2 4  пЛ2 пЛ2 к J

(4.18)

(4.19)

Р еш ив систему уравнений (4.19), получим  единственную  полож ительную  
вещ ественную  пару корней: А=6,296, «=1,137.

П роверим  н а устойчивость реж им  колебаний с найденны м и парам етрам и, 
подставив полученное реш ение в вы раж ение (4.12):

( М ®  = -  102f3rn+ , 320 -  = - 3,992;
V дА )  пЛ А Л 2 -  0,64 пЛ

( dY(A ,a)'l = -7 2 ,6 a2 +1 + -64°^Л/А2 -  0,64 =-60,766;
V da )  пЛ

55

Витебский государственный технологический университет



dX (A ,a)) 3 . 512 . .  .... = 16a3 - 42,4a + — -  = -20,578;
da ) пЛ2

fd Y  (A, a ) )  1280 / ,2 64
V - V )  = -  п т  ̂ ^ A^ + ® A

640a 512 _ A/lt>
+ — — = -5,048 ;

-  0,64 пЛ3

Г а ф о ) ) * . Г д 7 ( А ^ у  ( а ф О * / а ф ф Г  = - 3,992 . ( - ) -  
V дА )  V da )  V da )  V дА )  v '

-  (- 20,578)- (-  5,048) = 138,7 > 0.

Так как  вы раж ение (4.12) полож ительно, то реж им  автоколебаний с 
парам етрам и А=6,296, «=1,137 устойчив.

О пределим  наличие и парам етры  автоколебаний м етодом  Г  ольдфарба. 
П олучим  вы раж ение для ком плексного коэф ф ициента передачи линейной  

части  системы:

, \ K  (Т4 j a  +1)
W ( ja ) = ----------------^ -------------- =

] ] ja (T J a +  1)(T2ja +  1){T2j a  +1)

= K  (T4j a + Р Ф  ) ( -T1j a + 1) ( -T2j a + 1) ( -T3j a + 1) =
a (TJa +1) (T2j a  +1) (T3j a  +1) (-T J a  + 1)(-T2j a  + 1)(-T2j a  +1)

a 3= k  [ jT1T,T;T4a 4 +(т а 3 -  т а  -  т а  -  т а  ) +
a (T {a ' + i)(T 2a 2 + 1 ) ( т ®  +1) +

k  [ j  (тт + Т Т  -  Т Т  + Т Т  -  T T  -  T,T4 a  + ® (t4 -  т -  тг -  т ) - 1]
a (T { a ' + 1)(T,2a 2 + 1)(t/® 2 + 1)

В ы делим  вещ ественную  и м ним ы е части:

k  [a  ( т а  -  т а  -  т а  -  j t x  ) ■+ a a  -  т -  тг -  т) ]

+

Re (a )  = 

Im (a )  =

a>(T2a 2 + 1)(T> 2 + 1)(T> 2 + 1)

к \TT2T j y  + (тт + Т Т  - тт + T T  - тт - T T ) a - 1]

a(T12a 2 + 1)(Т> 2 + 1)(T32a 2 + 1) 

П одставим  числовы е значения:

/ 4 40(44,4a2 +19,2)
Re(a) = -  (0,04a2 + ф 2 + 1)(400a2 + 1) ; 
T ( 40(8a4 -  18,2a2 - 1)
Im(a) = a(0 ,04a2 + ф 2 + 1)(400a2 + 1) '

Рассчитаем  значения частот, при которы х А Ф Ч Х  линейной  части  системы  
пересекает оси координат:

/ ч_ 40(44,4a2 +19,2)
R e(a)= - (0,04a2 + 1)(a2 + 1)(400a2 + 1)+ 1 a  + U 4 0 0 a  + 1 

44,4a2 +19,2 = 0.

2
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У равнение не им еет корней.

/ ч_ 40(8 0 4 -18,20 2 - 1)
m 0 )  = 0 (0,0402 + 1 0 2 + 1 0 0 0 0 2 + 1) "  ’

8 0 4 -1 8 ,2 0 2 -1  = 0 ;

0 12 =■
18,2 + д/(18,2)2 + 4 • 8

0 2 =

2 • 8

18,2 -д/(18,2)2 + 4 • 8

= 2,329 ^  0  = 1,526с-

2 • 8
< 0 .

Задавая частоту  в интервале 0<ш<да, рассчиты ваем  значения 
вещ ественной и м ним ой части А Ф Ч Х  линейной  части систем ы  (табл. 4.5).

Т аблиц а 4.5 -  Д анны е для построения А Ф Ч Х  линейной  части  системы
0 0 1 1,137 1,526 2 2,5
Re(0 ) -768 -3,057 -2,452 -1,445 8 -0,523
Im0 ) -ю -0,537 -0,314 0 0,117 0,140
0 3 4 5 7,5 10 ю
Re0 ) -0,342 -0,164 -0,087 -0,024 -0,009 0
Im 0 ) 0,132 0,098 0,0700 0,031 0,015 0

О трицательная инверсная характеристика НЭ:

1 -1  - л А 2
J  (Л,0 ) 4B 1 -  о !  -  j

л А \  A 2 лА2

- л А 2 U А 2 -  a 2 + j a ) _

,4Ba 4B(V А 2 -  а 2 -  ja ) 4в(л/ А2 - а 2 -  j a - j A 2 - а 2 + ja )'

1 —̂т(л/ А — a + j a )
J  (А, 00 4 B

(4.20)

П одставим  числовы е значения:
1

J  (А ,0 )
-0,125 Л  А 2 -  0,64 -  0,1п .

Задавая ам плитуду сигнала н а входе Н Э  в интервале а<А<ю, 
рассчиты ваем  значения вещ ественной и м ним ой части  инверсной
отрицательной характеристики  Н Э  системы  (табл. 4.6).

Т аблиц а 4.6 -  Д анны е для построения А Ф Ч Х  линейной  части  системы
А 0,8 1 2 3 4 5 6,296 7 8 ю

Re " 1 "
0 -0,236 -0,720 -1,135 -1,539 -1,938 -2,452 -2,731 -3,126 -ю

J  (А ,0 )

Im " 1 "
-0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314 -0,314

J  (А, 00

1 .
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Д ля определения реж им а колебаний необходим о построим  А Ф Ч Х  
линейной  части  систем ы  и отрицательную  инверсную  характеристику Н Э  в 
одной системе координат (рис. 4.10). Т очка пересечения этих граф иков 
определяет парам етры  колебаний А=6,296, «=1,137. Т ак как двигаясь по 
инверсной отрицательной характеристике Н Э  в сторону увеличения 
ам плитуды , м ы  вы ходим  из области , охваченной А Ф Ч Х  линейной  части, то 
реж им  колебаний -  устойчивы й.

Р исунок 4 .10 -  А Ф Ч Х  линейной  части системы  и отрицательная инверсная
характеристика Н Э
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